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I. Abschnitt. 

Elemente der Perspektive ebener Gebilde Im 
Baume und in der Ebene. 



Messen von Strecken und Winkeln. 

1. In der elementaren Planimetrie zieht man nur 
die Länge einer Strecke in Betracht, ohne auf die Rich- 
tung, in welcher ihre Länge gemessen ist, Rücksicht zu 
nehmen. Für die folgenden Betrachtungen dagegen ist 
es von grundlegender Bedeutung, auch die Richtung, in 
welcher die Ijänge gemessen ist, zu beachten. 

Ist eine Strecke von den beiden Punkten A und B 
begrenzt, so soll ihre absolute Länge, d. i. ihre Länge 
ohne Rücksicht auf die Richtung, in welcher die Strecke 
beim Messen durchlaufen wird, mit AB oder BA be- 
zeichnet werden. Faßt man aber auch die Richtung ins 

Auge, so soll die Strecke mit AB oder BA bezeichnet 
werden, je nachdem die Strecke von A nach B oder von 
B nach A gemessen werden soll. In diesem Falle kenn- 
zeichnet also die Reihenfolge der Buchstaben die Rich- 
tung der Strecke (gerichtete Strecke). 

um in der Rechnung den Unterschied der beiden 
Richtungen einer Strecke zum Ausdruck zu bringen, 
nimmt man ihre Länge positiv oder negativ, je nachdem 
die Strecke in der einen oder der anderen Richtung 
durchlaufen wird. Dementsprechend bezeichnet man die 
eine Richtung der Strecke als die positive, die entgegen- 
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gesetzte als die negative Richtung. Welche von beiden 
Richtungen man als positive wählt, ist willkürlich; nur 
wählt man für alle Strecken einer Geraden g dieselbe 
Richtung als positive. In der Figur 1 bezeichnet der der 
Geraden g beigefügte Pfeil die positive Richtung, Ist die 




Fig. 1. 



absolute Länge der Strecke AB gleich a Längeneinheiten, 

— a 
Wie 



so ist also für die linksstehende Figur AB = a, BA 

— a 



und für die rechtsstehende AB = — a, BA = a. 
man mithin auch die positive Richtung wählen mag, stets 
ist für eine gerichtete Strecke 

ÄB=—BÄ oder AB+BÄ = . 

Zwei gerichtete Strecken von gleicher absoluter 
Länge können demnach nur dann einander gleich sein, 
wenn sie in .derselben oder in parallelen Geraden liegen 
und gleichgerichtet sind. 

Nimmt man auf g einen dritten Punkt C noch hinzu, 
so ülierzeugt man sich, wie auch C zu A und B liegen 
mag, leicht von der Richtigkeit der Gleichung 

AB+BC^TÖ oder ÄB+BC+CÄ = . 

2. Um den von zwei sich schneidenden Geraden 
(Strahlen) a und b gebildeten Winkel unzweideutig be- 
stimmen zu können, setzt man zunächst für jede Gerade 
die positive Richtung und ferner für die Ebene ab den 
positiven Drehsinn willkürlich fest. Dann soll «£ab 



Das Abstandsverhältnis. 



den Winkel bezeichnen, um den man den Strahl a in 
positivem Sinne um = a X & drehen muß, bis er mit 
dem Strahle b so zusammenfällt, daß sieb auch die posi- 
tiven E chtungen decken. Die Figuren 2 veranschaulichen 
die verschiedenen Möglichkeiten; die den Kreisbögen an- 






Fig. 2. 

gefügte Pfeilspitze gibt den positiven Drehsinn und zu- 
gleich < a b an. Für jede mögliche Annahme aber gilt stets 

<a& + <£&a= 360° 
und mithin 

&inab --= — sinba . 

Das Abstandsverhältnis. 

3. Das Verhältnis zweier gerichteter Strecken der- 
selben Geraden g ist nach § 1 eine positive oder ne- 
gative Zahl, je nachdem beide Strecken gleich oder 
entgegengesetzt gerichtet sind. 

Im besonderen ist das Abstandsverhältnis 



AG 
CB 



= X eines Punktes G von den Endpunkten einer 



Strecke AB eine positive Zahl, wenn G ein innerer, 
d. h. zwischen A und B gelegener Punkt ist (z. B. Fig. 1, 
rechts), dagegen eine negative Zahl, wenn C ein äußerer 
Punkt ist (z. B. Fig. 1, links). 
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Läßt man nun G die ganze unendliche Ge- 
rade # durchlaufen, so nimmt X alle Zahlenwerte 
von — oo bis +00 an. Fällt nämlich G mit A zusammen, 
so ist X gleich Null; durchläuft dann C die Strecke von 
A nach B, so wächst AG, während GB abnimmt, und 
folglich durchläuft X stetig alle positiven Zahlen bis -f 00 . 
Für den Halbierungspunkt H ist X = 1 . 

Liegt C außerhalb der endlichen Strecke AB, so ist 
AG>GB, wenn G über B hinausliegt, und AG < GB, 
wenn G jenseits A liegt Dementsprechend hat X in dem 
ersteren Falle Werte < — 1 und in dem letzteren solche 
> — 1 und < . Läßt man G von einem äußeren Punkte 
her sich B unbegrenzt annähern, so strebt X gegen —00 . 
Wenn aber G unendlich fern liegt, sei es auf der Seite 
von A oder auf der von B, so ist 



AG __ AB + B C _ AB—GB _ 
GB~~~ GB " GB "" 



AB 

da AB endlich. GB unendlich groß, also = = ist. 

GB 
Bedient man sich der Ausdrucksweise, daß jede 
Gerade nur einen unendlich fernen Punkt besitzt 
— einer Ausdrucksweise, deren Zweckmäßigkeit sich 
fortwährend zeigen wird — , so entspricht auf einer Ge- 
raden g , nach Wahl der beiden Punkte A und B, jedem 
beliebigen Punkte G ein bestimmtes Abstands- 
verhältnis -=- = Xs und umgekehrt jedem Werte 

GB 

von X ein bestimmter Punkt G\ nur dem Punkte B 
entsprechen die uneigentlichen Zahlen +00 und — cx>. 
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4. In ganz ähnlicher Weise bestimmt man die Lage 
eines durch den Schnittpunkt zweier Strahlen a und b 
gehenden dritten Strahles c durch das Abstandsverhältnis X 
eines beliebigen seiner Punkte P von a und b . Der Wert 
dieses Abstandsverhältnisses ist, wie leicht ersichtlich, 
für alle Punkte von c gleich 



X = 



sinac 
Bincb 



und unabhängig von der Wahl der positiven Richtung 
von c . Die Betrachtungen über die Werte, welche X an- 
nimmt, wenn man c eine halbe Umdrehung ausführen 




Fig. 8. 



läßt, sind dieselben wie in § 3, und der an seinem Schlüsse 
ausgesprochene Satz läßt sich wörtlich auf Strahlen über- 
tragen. Der Wert X = 1 entspricht dem Halbierungs- 
strahle h des Winkels a b , der Wert X — — 1 dem 
Halbierungsstrahle k seines Nebenwinkels (Fig. 3). 
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Das Doppelverhältnig. 

5. Nimmt man zu dem Punkte G , der die Strecke A B 

in dem Verhältnisse -= = X teilt, noch einen vierten 

CB 

Punkt D (vgl. Fig. 4) hinzu, der dieselbe Strecke in dem 

~ÄD 
Verhältnisse = u teilt so nennt man den Quotienten 

DB 

dieser beiden Abstandsverhältnisse 



AG AD 

-=- : = A : u = v 

GB DB 

das Doppelverhältnis der vier Punkte A, B, G y D 
und bezeichnet es durch 

(ABGD), 

wo die Reihenfolge der Buchstaben wesentlich ist*). 

Unter dem Doppelverhältnisse von vier durch einen 
Punkt gehenden Strahlen a , b, c , d versteht man ent- 
sprechend den Quotienten 

sinac smad 
sinco sinao 

und bezeichnet es mit 

(abcd) . 

Wie man sich leicht überzeugt, bleibt der Wert 
von (abcd) ungeändert, wenn man als positive Richtung 



*) Zur Bildung des Doppelverhältni sses an s dem Symbole 
(ABCD) merke man sich das Schema ABCD. 



so 
ein 
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eines oder mehrerer Strahlen die der gewählten entgegen- 
gesetzte Richtung nimmt. 

Wählt man 
, . fPunkte Aj B, auf einer Geraden g\ , , 

\Strahlena, b, c durch einenPunktOJ ' 

gehört jedem beliebigen vierten J~. , . , > 

bestimmter "Wert v des Doppelverhältnisses zu, 
und umgekehrt entspricht jedem Werte von v ein 

und nur ein < , , , , , ~ ^>. Denn durchläuft der 

\Strahla durch 0) 

Punkt D die Gerade g, bzw. dreht sich der Strahl d 
um 0, so nimmt /jl und folglich auch — aber in anderer 
Reihenfolge — der Quotient X : ju = v, da A eine be- 
stimmte endliche Zahl ist, alle Werte von — oo bis -} -00 
an. Ist aber umgekehrt v gegeben, so kann man den zu- 
gehörigen Punkt D oder Strahl d auf Grund der Glei- 
chung 

AD 1 ÄC 



DB v GB 
bzw. 

sin ad 1 sinac 



sindb v sine 6 

eindeutig bestimmen. 

6. Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, daß der 
Wert v des Doppelverhältnisses gleich —1 ist. Vier 
Punkte oder Strahlen, deren Doppelverhältnis den Wert — 1 
besitzt, nennt man harmonische Punkte bzw. har- 
monische Strahlen. 

Da aus v = — 1 folgt, daß ju, = — X ist, also die 
Abstandsverhältnisse der Punkte C, D (Strahlen c, d) 
ron den Punkten A , B (Strahlen a , b) einander entgegen- 
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gesetzt gleich sind, so muß einer der Punkte C und D 
zwischen A und B , der andere außerhalb liegen, bzw. der 
eine der beiden Strahlen c und d den *$:ab, der andere 
seinen Nebenwinkel teilen. 

Ist X z. B. > , so teilt der Punkt C die Strecke AB 
innerlich, der Punkt D die Strecke AB äußerlich in dem- 
selben absoluten Verhältnisse. Da aber 



(ABCD) = -^:^ = 2£:^ = { CI>AB) 
CB DB AD BD 

ist, so teilen auch die Punkte A und B die Strecke CD 
harmonisch, d. h. so, daß 



CA CB 



AD BD 

ist. 

Yier harmonische Punkte gruppieren sich also in 
zwei Paare getrennter Punkte. Die Punkte jedes Paares 
bezeichnet man als zueinander konjugierte Punkte 
(A und B; C und D); die Punkte des einen Paares 
konjugierter Punkte liegen durch die Punkte 
des anderen Paares harmonisch getrennt. 

Ist besonders X = 1 , so ist /i = — 1 , d. h. es er- 
gibt sich (vgl. § 3) der Satz: Zu dem Halbierungs- 
punkte einer Strecke gehört als konjugierter 
harmonischer Punkt der unendlich ferne Punkt 
der durch die Strecke bestimmten Geraden. 

Für vier harmonische Strahlen findet man auf gleiche 
Weise, daß die Strahlen des einen Paares konjugierter 
Strahlen den von den Strahlen des anderen Paares be- 
stimmten Winkel und seinen Nebenwinkel harmonisch, 
d. h. in demselben absoluten Abstandsverhältnisse, teilen. 
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Für X = 1 halbiert der Strahl c den Winkel a b und der 
Strahl d den Nebenwinkel, und folglich erhält man den Satz: 
Halbiert von vier harmonischen Strahlen ein 
Strahl den von seinen beiden benachbarten ge- 
bildeten "Winkel, so steht der konjugierte Strahl 
auf ihm senkrecht und umgekehrt (vgl. Fig. 3 f wo 
die Strahlen a ■ , b ; h , k vier derartige harmonische 
Strahlen sind). 






^V 



Fig. 4. 



7. Für die Doppelverhältnisse von vier Strahlen 
und von ihren vier Schnittpunkten mit einer beliebigen 
Geraden gilt der folgende wichtige Satz: 

"Vier durch einen Punkt gehende Strahlen 
a, b, c, d schneiden eine beliebige Gerade g in 
vier Punkten A, B, C, D so, daß das Doppel- 
verhältnis der vier Strahlen gleich dem der vier 
Punkte ist 

Beweis. (Fig. 4.) Bezeichnet A den senkrechten 
Abstand des Punktes von g, so erhält man, indem 
man die doppelten Flächeninhalte der Dreiecke ACQ 
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und GBO in zweifacher Weise ausdruckt, die auch dem 
Yoi zeichen nach richtige Gleichung 



AG'h OA'OC'&mac 



Cß.h OG'OB'Sincb 

oder 

AG OA sinac 



Qß OB sinc6 
In gleicher "Weise ergeben die Dreiecke ABO und DBO 



AD OA sinad 
JjB ~~ OB ' sindb ' 

folglich durch Division 

(1) (ABGD) = (abcd) , w. z. b. w. 

Für eine beliebige andere Gerade g x findet man 
ebenso 

{A 1 B 1 G x D 1 ) = (abcd) 

und folglich auch 

(2) {ÄBGD)^{A l B 1 G 1 D l ), 

d. h. projiziert man vier beliebige Punkte einer 
Geraden g von einem nicht auf ihr gelegenen 
Punkte aus auf irgend eine andere Gerade in 
der durch und g bestimmten Ebene, so haben 
die Projektionen der Punkte das gleiche Doppel- 
verhältnis wie die Punkte selbst. 

Verbindet man andererseits A, B, (7, D mit einem 
Punkte 0' durch die Strahlen a', b', c', d', so ist auch 

(ABGD) = (a'b'c'd') 
und folglich 

(3) (abcd) = (a'b'c'd') y 



Das Doppelverhältnis. 17 

d. h. schneiden sich vier von einem Punkte aus- 
gehende Strahlen mit vier von einem anderen 
Funkte ausgehenden Strahlen so, daß die Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen (a X «'? • • •) auf 
einerGeraden liegen, so ist dasDoppelverhältnis 
der ersten vier Strahlen gleich dem der zweiten. 

8. Die Sätze des vorigen Paragraphen geben sofoit 
auch die Lösung der folgenden 

Aufgabe. Gegeben drei Punkte A, B, G einer 
Geraden g\ man soll einen vierten Punkt D auf g 
so bestimmen, daß (ABCD) = v wird, wo v eine 
vorgegebene Zahl ist. 

Man ziehe (Fig. 5) durch G eine beliebige Gerade g t , 
wähle B x auf ihr willkürlich und bestimme dann A t so, 

daß A 1 G=—vGB 1 ist*). Darauf ziehe man durch 
O = AA X X BB 1 eine Parallele d zu g x ; diese schneidet 



O 



<r 









^~3 Jr ^\B if 



*■ 



9, 



Fig. 6. 

<7 in dem gesuchten Punkte D . Denn wenn D t den un- 
endlich fernen Punkt von g x bezeichnet, so ist 

A 1 D 1 : Di-Bj = — 1 , und da nach Konstruktion A x G x : G 1 B 1 
— — v ist, so ist (J x j^ Q D x ) = v , und folglich nach § 8 (2) 

(ABGD) = K-B^CIA) = v • 

*) Figur 5 entspricht der Annahme eines negativen 
Wertes für v . 

HanAner, DarateUende Geometrie IL 2 
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Diese Lösung ist für jeden Wert von v brauchbar, 
gleichgültig ob C ein innerer oder äußerer Punkt der 
Strecke AB ist. 

Die entsprechende Aufgabe für Strahlen von einem 
Punkte 8 aus führt man am einfachsten auf die soeben, 
gelöste zurück, indem man die drei gegebenen Strahlen 
a, 6, c mit einer beliebigen Geraden g in A, B, G 
schneidet und zu ihnen den Punkt D so bestimmt, daß 
{AB CD) = v ist; SD = d ist dann der gesuchte vierte 
Strahl. 

Perspektive von Geraden. 

9. Die Zentralprojektionen oder Perspektiven Bilder 
aller Punkte einer Geraden g auf eine Ebene TT (Bild- 
ebene) liegen [vgl. I, 4*)] auf der Projektion g e der 
Geraden; die Bildgerade g c ist die Schnittgerade der 
durch g und das Projektionszentrum oder Zentrum der 
Perspektive gelegten projizierenden Ebene mit der 
Bildebene TT ; O = g X 9o i st der Spurpunkt von g . 

Die zwischen den Strecken einer Geraden und ihren 
Zentralprojektionen bestehende metrische Beziehung folgt 
unmittelbar aus den Sätzen des § 7. Betrachtet man in 
Figur 6 vier beliebige Punkte auf g und ihre Projektionen, 
so liefert die Gleichung (2) jenes Paragraphen 

(ABCD) = (A e B e C e D e ), 

d. h. die Doppelverhältnisse von vier Punkten 
einer Geraden und von ihren Zentralprojek- 
tionen auf eine beliebige Ebene sind einander 
gleich. 



*) In dieser Weise werden kurz die Paragraphen des 
ersten Bändchens zitiert. 
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Ist g ! TT , so ist g c \ g und dann geht der vorstehende 
Satz in den einfacheren über: Zur Projektionsebene 
parallele Strecken verhalten sich wie ihre Pro- 
jektionen. 

Rückt in das Unendliche, so werden alle Pro- 
jektionsstrahlen AA C , BB C , ... einander parallel, die 
Dreiecke AOA CJ BQB e ,... einander ähnlich, und 
man erhält den eben ausgesprochenen speziellen Satz für 
beliebig gerichtete Strecken (I, 9). 




Fig. 6. 

10. Einem Punkte auf g sowohl, wie einem auf g e 
kommt eine ausgezeichnete Bedeutung zu. 

Zieht man durch den Projektionsstrahl, welcher 
parallel zu g c ist, so verschwindet die Projektion des 
Punktes 67*, in welchem er g schneidet, im Unendlichen. 
Man nennt daher O v den Yerschwindungspunkt der 
Geraden g. Der g parallel gerichtete Projektionsstrahl 
dagegen schneidet g e in dem Punkte G™, welcher als 
Projektion eines auf g — gleichgültig nach der einen oder 
andern Seite — in das Unendliche entflohenen Punktes auf- 
zufassen ist; er heißt der zu g gehörende Fluchtpunkt 

2* 
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Ana dem Vorstehenden folgt sofort weiter (Fig. 7), 
daß di4 Perspektiven Bilder aller Geraden, 
welche den Verschwindungspunkt gemeinsam 
haben (z. 6. g und h), sich im Unendlichen schneiden 




Fig. 7. 

müssen, d. h. parallel sind. Andrerseits haben alle 
parallelen Geraden (z. B. h und %) denselben 
Fluchtpunkt £T= Ji 






Perspektive ebener Figuren. 

5 11. Bei der Zentralprojektion einer nicht durch O 
gehenden Ebene E auf die Ebene TT erhält man in 
gleicher Weise zwei ausgezeichnete Gerade e 9 und ej°. 
Legt man (Fig. 8) durch zwei projizierende Ebenen, 
die eine parallel zu TT, die andere parallel zu E, so 
schneidet die erstere die Ebene E in der Verschwin- 
dungslihie e v , die letztere die Ebene TT in der zu E 
gehörenden Fluchtlinie e?. Alle Punkte der Ebene E , 
deren Projektionen in das Unendliche fallen, müssen 
auf e* liegen; umgekehrt projizieren sich alle unendlich 
fernen Punkte von E in die Punkte von c~ Die beiden 
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Geraden e 9 und ej° sind untereinander und zu 
der Spuriinie e von E in TT parallel. 

Legt man noch durch eine Ebene J_e, welche E 
in der Fallinie it schneidet, so erkennt man sofort, daß 




Fig. 8. 

der senkrechte Abstand des Zentrums von der 
Verschwindungslinie (bzw. Fluchtlinie) gleich 
dem senkrechten Abstände der Spurlinie von 
der Fluchtlinie (bzw. Verschwindungslinie), also 
OU* = UZ°U, OUr= U*U ist. I 

12. Da sich die unendlich fernen Punkte aller 
Parallelen in denselben Punkt, ferner alle unendlich 
fernen Punkte von E in eine einzige Gerade projizieren, 
und da alle zu E parallelen Ebenen dieselbe Flucht- 
linie e™ besitzen, so sagt man, die in § 3 eingeführte 
Ausdrucksweise in folgerichtiger Weise weiterbildend: 
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Parallele Gerade besitzen denselben un- 
endlich fernen Punkt. Jede Ebene E besitzt nur 
eine unendlich ferne Gerade, die sie mit allen 
parallelen Ebenen gemeinsam hat und die der 
geometrische Ort der unendlich fernen Punkte 
aller zu E parallelen Geraden ist. Die unend- 
lich ferne Gerade der Projektionsebene TT ist 
das Bild der Verschwindungslinie von E. 




Fig. 9. 



13. Projiziert man (Fig. 9) das in der Ebene E 
gelegene Dreieck ABC auf die Ebene TT, so erhält man 
— falls, wie vorausgesetzt wird, nicht in E liegt — 
wieder ein Dreieck A c B c G e . Jede Seite und ihre Pro- 
jektion müssen sich in der Spure der Ebene E schneiden, 
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z. B. AB und A e B e in O. Umgekehrt kann man aber 
auch ABC als Zentralprojektion des Dreiecks A B e C e 
ansehen. Dann hat e™ die Bedeutung der Verschwindungs- 
linie und e v die der Fluchtlinie für die Ebene TT als 
Originalebene. 

Demnach entspricht jedem Punkte, jeder Geraden 
der einen Ebene ein Punkt, eine Gerade der andern 
Ebene so, daß beide Zentralprojektionen voneinander sind ; 
jeder Figur der einen Ebene entspricht also eine bestimmte 
Figur der andern Ebene. Jeder Punkt der Schnittgeraden 
beider Ebenen entspricht sich selbst. 

Zwei ebene Figuren, von denen jede die 
Zentralprojektion der andern ist, nennt man 
perspektiv oder zentral -kollinear; die zwischen 
ihnen bestehende geometrische Verwandtschaft 
heißt Perspektive oder zentrale Kollineation. Die 
charakteristischen Eigenschaften zweier zentral kollinearer 
Figuren sind: 

1) Alle Yerbindungslinien entsprechender 
Punkte gehen (als Projektionssirahlen) durch den- 
selben Punkt; sie heißen auch Perspektivitäts- 
oder Kollineationsstrahlen, das Projektionszentrum 
auch Zentrum der Perspektive oder Kolline- 
ationszentrum. 

2) Die Schnittpunkte je zweier entsprechen- 
der Geraden liegen in einer Geraden, der Schnitt- 
linie der Ebenen beider Figuren, welche Achse der 
Perspektive oder Kollineationsachse heißt (vgl. 
auch I, 11). 

Ist im besonderen eine Gerade der Achse der 
Perspektive parallel, so ist es auch die ihr ent- 
sprechende Gerade und es gilt für beide der spezielle 
Satz des § 9. 
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14. Die Perspektive umfaßt als spezielle Fälle: 

1) Die Perspektive Ähnlichkeit oder Ähn- 
lichkeit bei ähnlicher Lage, bei welcher die Kolline- 
ationsachse im Unendlichen liegt und daher die beiden 
Ebenen einander parallel sind. Man erkennt leicht, daß 
in diesem besonderen Fall die Originalfigur und ihr Bild 
einander ähnlich sind. 

2) Die Perspektive Affinität, bei welcher das 
Zentrum unendlich fern liegt und daher die Projektions- 
strahlen einander parallel sind (1,11). 

Die Perspektive Symmetrie ergibt sich als besonderer 
Fall von (1), wenn das Kollineationszentrum in der Mitte 
zwischen der Bild- und der Originalebene liegt. Die 
affine Symmetrie und die Kongruenz sind als besondere 
Fälle von (2) bereits in 1, 11 besprochen; die Kongruenz 
kann auch noch als besonderer Fall von (1) aufgefaßt 
werden. 

15. Zwei Perspektive Figuren bleiben zu- 
einander perspektiv, wenn die Ebene E der 
einen um die Achse e in eine beliebige neue 
Lage gedreht wird. Das Zentrum dreht sich 
hierbei um die Fluchtlinie e£° von E um den- 
seibenWinkel und in derselben Richtung, wie E 
um die Achse e. 

Beweis. (Fig. 10.) Die Ebene E ist um e in die 
neue Lage Ej gedreht, wodurch die Figur AB . . . in 
die neue Lage A^Bj ... gekommen ist*). Zieht man 
nun eine beliebige Gerade in E und die ihr entsprechenden 
in Ej und TT, z. B. AB, AjBj und A e B , welche sich 
in Q auf e schneiden, und bezeichnet die unendlich 



*) Wegen der besseren Übersichtlichkeit sind in der 
Figur nur die Punkte A, B\ Ad , Ba\ Je, Bc gezeichnet. 
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fernen Punkte der Geraden GA, GA A , GA t mit ö°°, 
@Ai ÖJ , so ist nach Voraussetzung 

(GQ°°AB) = {GQTA c B e ). 




Fig. 10. 

Da infolge der Drehung von E in die Lage E A die 
Punkte A, B,G°° affin den Punkten A A , B Al G™ ent- 
sprechen, so ist 

(GG°°AB) = (GG7A A B A ) 

und folglich auch 

(GG7A A B A ) = (GG?A e B c ). 

Die Strahlen A A A e , B A B e und die Parallele zu 
GA A durch den Punkt GT müssen sich also nach 
der Umkehrung des zweiten Satzes*) in § 7 in 

*) Diese Umkehrung lautet: „Sind die Punkte zweier 
Geraden g und g x einander so zugeordnet, daß für drei be- 
liebige Punkte A, B, C auf g und ihre entsprechenden 
Punkte A x , B l9 C x auf g x stets (GABC) = [QA 1 B l C l ) 
ist, wo G = g X g t , so gehen die Verbindungslinien, ent- 
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einem Punkte A , dem Projektionszentrum für E A 
und TT, schneiden, und folglich ist auch die gedrehte 
Figur A A B A . . . perspektiv zu A e B e . . . . Die Ver- 
schwindungslinie e v ist durch die Drehung von E in 
die Lage e v A gekommen und Verschwindungslinie für E A ; 

denn aus (GG V A A A B A ) = (G G V AB) = (G G v e A e Bc) folgt, 

daß G A sich in den unendlich fernen Punkt von GA e 

projiziert, also ist G A A || G v O . 

Der zweite Teil des Satzes folgt daraus, daß*) 

GG* # GtO, GG\ # G?0 A , GG* = GG\ 

und folglich 

G^O = Gf 3 A 
ist. 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke 6r£° A und G A A A 
folgt noch, daß 00 A \\AA A ist; die Verbindungslinie der 
beiden Zentren und A ist also den Sehnen der Kreis- 
bögen parallel, die die Punkte von E'bei der Drehung 
in die Lage E A beschreiben. 

16. Der Satz gilt augenscheinlich noch, wenn die 
Ebene E in der einen oder der andern Richtung so weit 
gedreht wird, bis sie mit der Ebene TT zusammenfällt. 
Folglich : 

Die Zentralprojektion einer ebenen Figur 
ist zu der in die Projektionsebene umgelegten 



sprechender Punkte von g und g 1 durch denselben Punkt. 11 
Man bestimme = AA i y^BB 1 und verbinde mit Cund C t . 
Angenommen, OC falle nicht mit OC t zusammen, sondern 
schneide g t in C". Dann ist nach § 7 (2) (GABC) 
= (GA 1 B 1 C r ) und wegen der Voraussetzung auch (GJ 1 B l C 1 ) 
= (GA± B x C") , was unmöglich ist nach § 3, wenn C nicht 
mit C x zusammenfällt. 

*) # bedeutet parallel und gleich. 
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Originalfigur perspektiv. Die Schnittgerade 
beider Ebenen ist die Achse, und das um die 
Fluchtlinie e? in gleicher Richtung umgelegte 
Projektionszentrum ist das Zentrum der Per- 
spektive. 

In der folgenden Figur 11, die einen senkrecht 
zu e längs u geführten Schnitt durch die Figur 8 darstellt, 
sind die beiden Umlegungen von E in TT [— • — -und 
Index 0: Drehung im Sinne des Uhrzeigers, — • • — - • • 
und Index A : Drehung im entgegengesetzten Sinne] aus- 



Fig. 11. 

geführt. Der Abstand der umgelegten Yerschwindungs- 
linie von der Achse ist gleich dem Abstände des umge- 
legten Zentrums von der Fluchtlinie. Je nach der Richtung, 
in der die Umlegung geschieht, liegen Verschwindungs- 
und Fluchtlinie zwischen der Achse und dem Zentrum, 
oder die beiden letzteren liegen zwischen den ersteren. 
Man erkennt leicht, daß ^— von einem Falle ab- 
gesehen — ein umgelegter Punkt nicht mit seiner 
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/fmtrftlprojftktinn, z. B. A A , bzw. J nicht mit J, zu- 
«Amm<wfallen kann. Da 00 ;| ^ ^ kt (§ lö), so feilt 
Hoch der Punkt P, in dem 00 Q die Ebene E trifft, 
nadi der Umlegnng mit seinem Bildpunkte P, und 
mit zusammen; desgleichen bei der Umlegnng in dem 
*n»tg*gonge*etzten Sinne Q = 00 A X E mit Oj . Nach 
wfolgter Umlegung von E in TT ist also außer den 
funkten der Achse der Perspektive nur das Zentrum 
<l*r Perspektive ein sich selbst entsprechender Punkt 

Perspektive Figuren in derselben Ebene. 

17. Wie die Definition der räumlichen Affinität 
(I, 11) versagte, um zwei affine Figuren in derselben 
Ebene zu definieren (I, 13), so wird aus dem gleichen 
Grunde die Definition der räumlichen Perspektive in § 13 
unbrauchbar, wenn man Perspektive Figuren derselben 
Ebene direkt, d. h. ohne erst von der räumlichen Figur 
auszugehen und eine Umlegung vorzunehmen, definieren 
will. Wohl aber können die in § 13 abgeleiteten Eigen- 
schaften dazu benutzt werden. 

Demnach nennt man zwei in derselben Ebene ge- 
legene Figuren perspeküv oder zentral-kollinear, wenn 

1) jedem Punkte der einen Figur wieder ein 
Punkt der andern, jeder Geraden wieder eine 
Gerade entspricht, 

2) alle Verbindungslinien entsprechender 
^ (Perspektivitäts- oder Kollineations- 

) durch denselben Punkt (Zentrum der 
ive oder Kollineationszentrum) gehen 

9 Schnittpunkte je zweier entsprechen- 
den in einer Geraden (der Achse der 
ivo oder Kollineationsachse) liegen. 
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Hieraus folgt, daß jeder Punkt der Achse der Per- 
spektivität und ebenso jede durch ihr Zentrum gehende 
Gerade sich selbst entsprechen. Nach § 7 (2) haben auch 
vier Punkte und die ihnen perspektiv entsprechenden das- 
selbe Doppelverhältnis. Für zur Achse parallele Strecken 
gilt wieder drr spezielle Satz des § 9. 

Um auf Grund dieser Definition zu einer Figur die 
Perspektive zu konstruieren, kann man noch gewisse 
Elemente willkürlich wählen, z.B. die Achse e, das 
ZentrumO und zwei einander entsprechende 
Punkte A und A , die nur in gerader Linie mit 
liegen müssen. Dann aber ist zu jedem andern Punkte 
der Ebene sein perspektives Bild eindeutig bestimmt 

Man findet zu einem beliebigen Punkte B den Per- 
spektiven B , indem man (Fig. 12) die Yerbindungs- 
gerade g von A mit B zieht und den Punkt G = g^e 
mit A verbindet; dann ist OA = g die zu g Per- 
spektive Gerade und B = g X BO der gesuchte Punkt. 

18. Der zu g parallele Perspektivitätsstrahl 
schneidet g in dem Verschwindungspunkte t1 dem 
also der unendlich ferne Punkt von g perspektiv zu- 
geordnet ist; umgekehrt ist dein unendlich fernen Punkte 
von g der Schnittpunkt des zu g parallelen Perspektivitäts- 
strahles mit g als Fluchtpunkt 6ro° zugeordnet 

Zieht man durch ö^und Qo* die Parallelen e v und eg° 
zu e und durch 0, A, A die Senkrechten zu e, so er- 
hält man die beiden Paare ähnlicher Dreiecke A LG, 
OF*G'xm& AKG, OFS°G^ mithin 

A L iOFi^AqGiOG', AK: OFS° = AG : OGf . 

Nun sind weiter die Dreiecke AA G, AOG v , 
0-^0^5° einander ähnlich, daher 

A G:OG 9 = AA :A0 1 AG : 0G? = AA : J 
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und schließlich mit Hilfe der ersten Proportionen 

OF' = 4?--A L, OFS° = ^-.AK. 



AA, 



AA< 



Die Längen der Strecken auf der rechten Seite hängen 
nur von den Konstanten der Perspektive (e, 0, A, J ), 
nicht von der besonderen Wahl der durch A gezogenen 




Fig. 12. 



Geraden g ab. 0F° und OF™ sind daher für alle 
durch A gehenden Geraden g konstant. Wiederholt man 
nun die ganze Konstruktion für eine beliebige andere 
durch A gehende Gerade, so müssen demnach die durch 
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ihren Yerschwindungs- und Fluchtpunkt gezogenen 
Parallelen zu e mit e v und ejj° zusammenfallen. 

Zieht man ferner eine Parallele h zu g , so gehört 
zu beiden, da sie denselben unendlich fernen Punkt be- 
sitzen, derselbe Fluchtpunkt Gq* . Die Dreiecke G™GH 
und G v H v sind aber kongruent (< G = < G v , 
(?J° ff # ö» , GH#G V H V )] folglich ist auch 
G™H\\ OH\ d. h. #* ist der Yerschwindungspunkt 
von h. 

Daher sind e v und ?o° die geometrischen Orte der 
Verschwindungs- und Fluchtpunkte aller Geraden der 
Ebene und heißen deshalb auch Yerschwindungs- und 
Fluchtlinie. Es kommen ihnen alle Eigenschaften zu, 
die die gleichnamigen Linien bei der Perspektive zweier 
verschiedener Ebenen besitzen. Insbesondere folgt auch, 
da OGT # G V G ist, daß OFS° = F*F ist, d. h. (wie 
in § 16) 

Abst. (0 , e%) = Abst. («•, e) , 

und daß entweder e v und «S° zwischen und e oder 
umgekehrt liegen. 

19. Der Punkt Fq° ist der Fluchtpunkt aller zu e 
senkrechten Geraden. Man kann mithin, wenn e v und ßg° 
bestimmt sind, den zu A Perspektiven Punkt (vgl. Fig. 12) 
in bequemer Weise auch dadurch bestimmen, daß man 
von A das Lot auf e fällt, seinen Fußpunkt K mit F§° 
verbindet; diese Yerbindungslinie, die die Perspektive 
Gerade zu dem Lote von A ist, schneidet OA in dem ge- 
suchten Punkte A . 

Hieraus erkennt man, daß zur Festlegung einer 
Perspektive in einer Ebene auch das Zentrum und zwei 
parallele Gerade als Achse und Yerschwindungslinie 
oder als Achse und Fluchtlinie gegeben werden 
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können, wo diese Bestimmungsstücke nur die am Ende 
des vorigen Paragraphen angegebenen Bedingungen er- 
füllen müssen. 

20. Dreht man (Fig. 13) die Ebene mit g und e v 
um e in eine beliebige räumliche Lage E A und bezeichnen 




Fig. 18. 

ö 00 , O^y Gl die unendlich fernen Punkte von g, g A , g , 
so ist wegen der Drehung von g in g A und der perspec- 
tiven Beziehung zwischen g und g 

{G' A GA A B A ) = (G* GÄ B) = (Gj G A B ) , 
(G?GA A B A ) = (G°°GAB) = (G?G A B ) . 
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Folglich müssen sich (nach dem Satze in der Anmerkung 
auf S. 25) die Strahlen A A A , B A B , G V A G°A%, 
#X#o° ll#d ia demselben Punkte A schneiden. Mithin 
ist auch OGj = G™ Oj , d. h. das neue Zentrum der 
Perspektive erhält man durch Drehung von um e™ in 
demselben Sinne und um den gleichen Winkel, wie e v 
um e gedreht ist. 

Zwei Perspektive Figuren in derselben Ebene werden 
daher durch jede beliebig große Drehung der einen Figur 
um die Achse stets in solche Lage gebracht, daß sie 
Zentralprojektionen voneinander sind. Die beiden De- 
finitionen der Perspektive (§13 und § 17) sind also völlig 
gleichbedeutend. 

Satz von Desargues. 

21. Nach diesen Darlegungen kann man jeden Satz, 
der für Perspektive Figuren des Raumes bewiesen ist, 
ohne weiteres auf Perspektive Figuren in derselben Ebene 
übertragen. Oft kann man auf diese Weise wichtige Sätze 
für die Ebene aus sinnfälligen, räumlichen Beziehungen 
gewinnen. Als Beispiel hierfür diene der berühmte Satz 
von Desargues*): 

Gehen dieVerbindungslinien entsprechender 
Ecken zweier Dreiecke ^li?Cund A B C (Fig. 14) 
durch denselben Punkt 0, so schneiden sich die 
entsprechenden Seiten beider Dreiecke auf einer 
Geraden e und umgekehrt. 

*) Desargues, Gerard, geb. 1593 in Lyon, gest. 1661 
oder 1662 ebenda. D. war zuerst Offizier und machte die 
Belagerung von La Rochelle mit; dann lebte er als Privat- 
mann in Paris und auf seinem Landgute bei Condrieux. Der 
obige Satz ist bewiesen in dem von Bosse herausgegebenen 
Werk Maniere universelle de M. Desargues pour pratiquer 
la perspective, Paris 1648. 

Haußner, Darstellende Geometrie II. 3 
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Für den Baum (vgl. Fig. 9) ist der Satz selbst- 
verständlich, wenn man ABC und A B C als Schnitte 
der dreiseitigen Pyramide OABG auffaßt. Denn ent- 
sprechende Seiten beider Dreiecke müssen sich auf 
e = E X TT schneiden, da sie in derselben dritten Ebene 
liegen. Folglich gilt der Satz auch für die Ebene.- 






^ 




Fig. 14. 

Liegt e unendlich fern, so erhält man den besonderen 
Fall ähnlicher und ähnlich gelegener Dreiecke. 

Man kann diesen Satz benutzen, um eine Gerade 
durch einen gegebenen Punkt, z. B. A, nach dem 
Schnittpunkte zweier Geraden, z. B. h und k, zu 
ziehen, der entweder unzugänglich oder (wenn 
die Geraden unter sehr spitzem Winkel zusammentreffen) 
nur ungenau gegeben ist. Man schneide h und k 
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durch zwei beliebige Gerade a und a in B , C und B , C , 
verbinde J5 mit -4 durch c und ziehe c durch B will- 
kürlich. Hierauf verbinde man G = cXc mit £T= a X Ä o 
und ziehe noch durch den Schnittpunkt J von ^4C mit 
GH die Gerade «7C , die c in J schneidet. Dann ist 
AA die gesuchte Gerade. — Legt man keinen Wert 
darauf, das Ziehen von Parallelen zu vermeiden, was die 
eben gegebene Konstruktion tut, so ist es einfacher, e als 
die unendlich ferne Gerade anzunehmen, also a \\ a (a be- 
liebig) und dann b \\ CA , e \\ AB zu ziehen, um 
A = b X % zu erhalten. 



3* 



IL Abschnitt. 



Harmonische Eigenschaften des Tierecks und des 

Kreises. 



Perspektive Verwandlung eines beliebigen Vierecks 

in ein Rechteck. 

22. Man bezeichnet vier Punkte A, B, C, D 
einer Ebene, von denen nicht drei in gerader Linie liegen, 
und ihre sechs Verbindungslinien als Ecken und 
Seiten des vollständigen Vierecks ABCD. Je zwei 





Fig. 15 a . Fig. 15 b . 

Seiten, die sich nicht in einer Ecke schneiden, nennt man 
Gegenseiten, deren es demnach drei Paare (Fig. 15 a ) 
gibt: AB, CD; AG, BD] AD, BC. Die Schnittpunkte 
X , Y, Z dieser Gegenseitenpaare nennt man Diagonal- 
punkte des vollständigen Vierecks; sie bilden das 
Diagonaldreieck XYZ. 
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Als Seiten und Ecken eines vollständigen 
Vierseits bezeichnet man vier Gerade a, 6, c, d einer 
Ebene (Fig. 15 b ), von denen nicht drei durch einen Punkt 
gehen, und ihre sechs Schnittpunkte. Je zwei Ecken, 
die nicht auf derselben Seite liegen, heißen Gegenecken, 
deren es drei Paare gibt: a X & j c X ^ ; a X c ? & X ^ ; 
a X d , b X c • Die Verbindungslinien x , y , % dieser 
Gegenecken heißen Diagonalen des vollständigen Vier- 
seits; sie bilden das Diagonaldrei seit xyz. 

Für die Zwecke dieses Bändchens genügt es, die 
Betrachtungen für das vollständige Viereck durchzuführen. 
Durch die parallel durchgeführten Untersuchungen für 
das vollständige Vierseit erhält man analoge Sätze über 
harmonische Strahlen, wie sie im folgenden für harmo- 
nische Punkte abgeleitet werden. 

Bilden -4, 2?, C, D die Ecken eines Parallelogramms 
(Fig. 16), so fallen die beiden Diagonalpunkte X und Z 




Fig. 16. 

und die sie verbindende Seite des Diagonaldreiecks ins 
Unendliche. Der dritte Diagonalpunkt Y liegt im Schnitt- 
punkte der beiden Diagonalen des Parallelogramms und 
die durch ihn gehenden Seiten x , % des Diagonaldreiecks 
sind den Seiten des Parallelogramms parallel. 

23. Soll ein beliebiges Viereck AB CD in ein per- 
spektives Parallelogramm verwandelt werden, so braucht 
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man nur die Perspektive so zu wählen, daß die Schnitt- 
punkte zweier Gegenseitenpaare, z. B. AB\ CD = X 
und ADy( BG = Z auf der Verschwindungslinie e* 
liegen (Fig. 17). Wie man dann auch die Achse der 
Perspektive e (\\e v ) und das Zentrum wählen mag, stets 
muß das zu AB CD Perspektive Viereck ein Parallelo- 
gramm sein (vgl. § 10). Wählt man auf dem über 




Fig. 17. 

XZ als Durchmesser konstruierten Kreise, so wird 
A B C D ein Rechteck, da OXA.OZ ist und man 
die Seiten von A B C D erhält, indem man (nach § 18) 
durch die Schnittpunkte X', X" der Seiten AB und CD 
mit e Parallelen zu OX, durch die Schnittpunkte Z', Z" 
von AD und BC mit e Parallelen zu OZ zieht 

Schneidet die Diagonale BD die Verschwindungs- 
linie e v in T , so ist die Diagonale B D des Rechtecks WOT ' . 
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Folglich wird das zu ABCD Perspektive Rechteck zum 
Quadrate, wenn noch -$LXOT = < TOZ = 45° ist 
Konstruiert man also über XT oder TZ als Sehne einen 
Kreis, in dem über dieser Sehne der Peripheriewinkel 45°, 
d. h. der Zentriwinkel 90° steht, so ist sein Schnittpunkt 




mit dem Kreise über XZ das Zentrum (Fig. 18), für 
welches ABCD in ein Quadrat übergeht, dessen Seiten- 
größe von dem Abstände (e , e") abhängt und mit ihm be- 
liebig verändert werden kann. 



Harmonische Eigenschaften des Vierecks. 

Da also jedes Viereck in ein perspektiv 



24. 



Rechteck übergeführt werden kann, so kommen jedem 
beliebigen Vierecke die harmonischen Eigenschaften des 
Rechtecks zu. Nun halbieren im Rechtecke die beiden 
im Endlichen gelegenen Seiten seines Diagonaldreiecks, 
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die sich im Mittelpunkte Y des Rechtecks schneiden, 
die Seiten des Rechtecks; die Ecken irgend einer Seite, 
ihr Halbierungspunkt und ihr unendlich ferner Punkt 
bilden vier harmonische Punkte (§6, S. 14). Bei der 
Perspektiven Verwandlung einer Figur in eine andere 
gehen aber vier harmonische Punkte einer Geraden wieder 
in vier harmonische Punkte über (§17, S. 29). Man 
erhält also die Sätze: 

Je zwei Ecken eines vollständigen Vierecks 
werden harmonisch getrennt durch die Schnitt- 
punkte ihrer Yerbindungsseite mit den Seiten 
des Diagonaldreiecks; je zwei Ecken dieses 
letzteren werden harmonisch getrennt durch die 
Schnittpunkte ihrer Verbindungsseite mit den 
Seiten des vollständigen Vierecks. 

Nach § 7 (1): 

Die in jeder Ecke des Diagonaldreiecks zu- 
sammenstoßenden vier Strahlen sind vier har- 
monische Strahlen. 

Nebenbei sei noch bemerkt, daß die vier Punkte 
X 1 Z 1 X 2 Z 2 (Fig. 15 a ) ein zweites vollständiges Viereck 
bestimmen, dessen Diagonaldreieck Y Y 1 Y 2 ist. Dies er- 
kennt man leicht aus Figur 16, da &ortX l Z 2 \\ X 2 Z x \\ AG 
und X X Z X || X 2 Z 2 || BD ist. Zieht man in der Figur 15 a 
noch diese Linien, so treffen in jedem Punkte, mit Aus- 
nahme der Ecken A, B, C, D, vier harmonische Strahlen 
zusammen. 

25. Die obigen Sätze kann man benutzen, um 
eine Strecke AB harmonisch zu teilen, wenn 
einer der Teilpunkte, z. B. X, gegeben ist 
(Fig. 19). Nimmt man dann Z willkürlich an und zieht 
durch X eine beliebige Gerade, deren Schnittpunkte C 
und D mit ZA und ZB im Verein mit A und B ein 



Harmonische Eigenschaften des Vierecks. 



41 



Viereck bestimmen; verbindet man schließlich Z mit 
7«i(?X BD, so erhält man den gesuchten Punkt als 
Schnittpunkt X 2 von ZY mit AB . — Das Bemerkens- 
werte an dieser Lösung ist, daß sie nur die Benutzung 
des Lineals, nicht auch des Zirkels erfordert. 




X 1i A 




-}* 



Man kann auch die Eigenschaften des vollständigen 
Vierecks benutzen, um die auf S. 34 mit Hilfe des Satzes 
von Desargues gelöste Aufgabe zu lösen, durch einen 
gegebenen Punkt Y eine Gerade nach dem un- 
zugänglichen oder ungenau bestimmten Schnitt- 
punkte X zweier Geraden h und k zu ziehen 
(Fig. 20). Man ziehe durch Y zwei Gerade beliebig, die 
h und k in A, B und C, D schneiden. Dann verbinde 
man A mit D und B mit G und ziehe durch 
Z = AD X BG eine beliebige Gerade, welche h und k 

in F und E schneidet. Y=CFXBE mit Y verbunden, 
gibt die gesuchte Gerade YX. 

Mit Hilfe der Sätze über das vollständige Viereck 
kann man auch vier harmonische Punkte oder Strahlen 
rein geometrisch, ohne Benutzung des Doppel Verhältnisses, 
definieren. 
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Potenz, Potenzlinie und Ähnlichkeitspunkte. 

26. In der Planimetrie wird gezeigt, daß für jede 
beliebige durch einen Punkt P gezogene Gerade, die von 
einem Kreise k in den Punkten A und B geschnitten 

wird , das Produkt ihrer Abschnitte PA • PB konstant 
und zwar gleich dem Quadrate des Abstandes d des 
Punktes P vom Mittelpunkte M des Kreise3 ver- 
mindert um das Quadrat des Kreisradius r ist*): 



PA • PB = d 2 — r 2 . 

Dieses Produkt nennt man die Potenz des Punktes P 
für den Kreis k. Je nachdem P im Innern, auf der 
Peripherie oder außerhalb des Kreises liegt, ist die Potenz 
negativ, Null oder positiv. In dem letzten Falle kann 
man von P zwei Tangenten an k ziehen; berühren ihn 
diese in T x und T 2 , so ist die Potenz von P dann auch 
gleich P7? = P7?. 

27. Für je zwei nicht konzentrische Kreise gibt es 
eine Gerade, die Potenzlinie oder Chordale, die der 
geometrische Ort aller Punkte gleicher Potenz für beide 
Kreise ist. Besitzen beide Kreise gemeinsame Tangenten, 
schneiden oder berühren sie sich, so verbindet die Chor- 
dale offenbar die Halbierungspunkte der gemeinsamen 
Tangenten (vgl. Fig. 22 b ), bzw. die Schnittpunkte der 
Kreise oder ist ihre gemeinsame Tangente im Berührungs- 
punkte; in jedem Falle steht die Chordale auf der Zentrale 
senkrecht. Haben die Kreise keinen Punkt gemeinsam, 



*) Bezeichnet H den Halbierungspunkt von AB , so ist 

PÄ-PB = (PH + HA) (PH—BH) = PH 2 — HA 2 
— (PH 2 + HM 2 ) — (HA 2 + HM 2 ) 
= PM 2 — M A 2 = d 2 — r 2 . 
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so liegt die Chordale außerhalb beider Kreise*) 
(vgl. Fig. 21 und 22). 

Es seien drei Kreise k , k , A^ gegeben und es be- 
zeichne p die Chordale von k und k , q die von k und A^ , q 
die von & und k± . Dann besitzt der Schnittpunkt von q 
und g gleiche Potenz für k , ä* und k^ , also muß auch 
p durch ihn hindurchgehen; diesen Punkt P gleicher 
Potenz für alle drei Kreise nennt man ihren Potenz- 
oder Chordalpunkt. Man benutzt ihn, um die Chordale 
zweier sich nicht schneidender Kreise zu zeichnen, wie 
es die Figur 21 zeigt, indem man einen Kreis A^ beliebig, 
nur so hinzunimmt, daß er k und k schneidet, und von 
Q *= qX q d* 8 Lot auf die Zentrale fällt**). 

28. DieVerbindungslinien(Ähnlichkeitsstrahlen) 
der Endpunkte je zweier paralleler, gleichgerichteter 
Radien zweier Kreise, z. B. MA und N A in Figur 21, 
schneiden sich sämtlich in demselben Punkte S der 
Zentrale, dem äußeren Ähnlichkeitspunkte beider 
Kreise; ebenso schneiden sich die Ähnlichkeitsstrahlen, 

*) Angenommen, es gebe für zwei behebige Kreise k 
und Jr (Radien r nnd r ) stets einen Punkt, z. B. D (Fig. 21), 
der für beide gleiche Potenz hat. Dann fälle man von D das 
Lot DC auf die Zentrale. Nach Voraussetzung ist DM 2 — r* 
= DNq — rj . Auf beiden Seiten CD* subtrahiert, gibt 
nach dem pythagoreischen Satze: CM 2 — r 2 = CN* — rj . 
Ist E irgend ein anderer Punkt der Senkrechten DC und 
addiert man wieder CE* auf beiden Seiten, so ist EM * — r* 
= E Nq — rj . E hat also auch für beide Kreise gleiche 
Potenz, und folglich alle Punkte der Geraden CD. (Die 
Verbindungslinien von D und E mit M und N sind in der 
Figur 21 nicht gezogen.) 

**) Aus dieser Konstruktion folgt zugleich, daß die An- 
nahme des in der vorigen Anmerkung gegebenen Beweises 
stets zutrifft und daß zwei Kreise auch nur eine Chordale 
besitzen. 
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die irgend zwei parallele, aber entgegengesetzt gerichtete 
Radien, z. B. MA und N Q B Ql verbinden, in demselben 
Punkte S' der Zentrale, dem inneren Ahnlichkeits- 
p unkte. Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke SMA und 
SN A bzw. S'MA und S'N B folgt 

SM: SN = MS' : WN = r:r 




Fig. 21. 

und damit nicht nur die vorstehenden Behauptungen, 
sondern weiter: Die Zentrale zweier Kreise wird 
von den beidenÄhnlichkeitspunkten harmonisch 
geteilt. Durch jeden Ähnlichkeitspunkt gehen (falls sie 
existieren, wie z. B. in Fig. 22 b ) je zwei gemeinsame 
Tangenten beider Kreise. 

Perspektive Verwandtschaft zweier Kreise. 

29. Soll ein Kreis k einem anderen Kreise k per- 
spektiv entsprechen, so muß jedem Punkte des einen 
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Kreises ein Punkt des anderen und der Tangente des 
ersten Punktes die des zweiten entsprechen. 

Von dem Falle, daß sämtliche Tangenten von k den 
perspektiv entsprechenden von k parallel sind, kann man 
absehen. Denn dann liegt die Achse, auf der sich ent- 
sprechende Tangenten schneiden, im Unendlichen. Das 
Zentrum der Perspektive liegt im äußeren oder inneren 
Ähnlichkeitspunkte, wie man leicht erkennt, wenn man 
beachtet, daß die Endpunkte paralleler Radien als Be- 
rührungspunkte paralleler Tangenten einander perspektiv 
entsprechen. Es liegt also der besondere Fall der ähn- 
lichen Lage vor. 

30. Kann zwischen den beiden Kreisen k und k 
eine allgemeine Perspektive Beziehung hergestellt werden, 
so schneiden sich alle entsprechenden Tangenten beider 
Kreise im Endlichen, nur die zur Achse e parallelen im 
Unendlichen. Folglich sind die zu e parallelen Tangenten 
p , q und p , q und daher auch ihre Berührungspunkte 
P, Q und P , Q [Fig. 22*)] einander perspektiv zu- 
geordnet; mithin entsprechen sich auch die zu e senk- 
rechten Durchmesser P Q und P Q . Da sich diese 
aber auch auf e schneiden müssen, so liegen sie in der 
Zentrale MN beider Kreise. In diese fallen aber auch 
die Perspektivitätsstrahlen PP und Q Q Q ; folglich muß 
das Zentrum der Perspektive auf der Zentrale MN 
liegen und die Achse der Perspektive auf der Zentrale 
senkrecht stehen. 

Um nun das Zentrum der Perspektive zu be- 
stimmen, denke man sich einen beliebigen Strahl durch 
O gezogen, welcher die Kreise in den entsprechenden 



*) Der besseren Übersichtlichkeit wegen sind i?, g, 
p , q nicht gezeichnet. 
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Punkten A , B und A , B schneidet (Fig. 22). Da ferner 
die Tangenten in diesen Punkten einander entsprechen, 
so sind auch ihre Schnittpunkte H und H einander per- 
spektiv zugeordnet. Die von diesen Punkten auf OA ge- 




Fig. 22 a . 

fällten Senkrechten HF und H G müssen durch die 
Mittelpunkte M und N gehen. Aus der Ähnlichkeit der 
rechtwinkligen Dreiecke OFH und OG H 0J OFM und 
OG N folgt 

(1) HF: FM --= H G : G N 

und aus den rechtwinkligen Dreiecken HA M, H B N ferner 

(2) AF* = HF.FM, B Q G% = H G . G N ; 

aus (1) und (2) ergibt sich aber 

HF:FA: FM= H G : G B : G N , 
d. h. 

A HFA co A H G B , A AFM <*> A ^o^o^o i 

daher, da noch AF und B G in derselben zu HM und 
H N senkrechten Geraden liegen, 

AM\\B N Q 



HA II H B , 



Perspektive Verwandtschaft zweier Kreise. 47 



und ebenso 



HBWHqA^ BM\\A N . 



Folglich muß der Perspektivitätsstrahl A A durch einen 
Ähnlichkeitspunkt gehen. Sollen sich also zwei Kreise 
perspektiv entsprechen, so muß einer ihrer Ähnlichkeits- 
punkte als Zentrum der Perspektive genommen werden. 
In Figur 22 a ist der innere, in Figur 22 b der äußere 
Ähnlichkeitspunkt als Zentrum der Perspektive gewählt. 
Als entsprechende Punkte sind die Schnittpunkte eines 
Perspektivitätsstrahles mit beide n Kreisen einander zu- 
zuordnen, in denen die Tangenten nicht parallel sind, 
also A und A , B und B . 




Fig. 22 b . 

Um nun die Achse der Perspektive e zu bestimmen, 
ziehe man durch O einen zweiten Perspektivitätsstrahl, 
der k und k in C, D und C , D schneidet. Dann sind 
z. B. AG und A C perspektiv entsprechende Gerade und 
ihr Schnittpunkt E muß auf der Achse liegen. Beachtet 
man, daß MA II N B , MD || N C ist, so folgt 
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= 180° -<£ACC . 

In Figur 22 a ist also 

<AA C = 180° - < C A B = <ACC . 

Durch die vier Punkte ACA C läßt sich daher ein 
Kreis legen, nach dem Satze über die Peripheriewinkel 
über demselben Bogen. Für Figur 22 b folgt dasselbe, da 
< C A B + < ACC = 180° und folglich AGC A ein 
Sehnenviereck ist. In jedem Falle ist mithin nach §26 



EA.EC=EA .EC , 

d. h. E liegt auf der Potenzlinie von k und Ä , die dem- 
nach die Achse der Perspektive ist. 

Es sei noch hervorgehoben, daß bei der allgemeinen 
Perspektive, zweier Kreise den Durchmessern des einen 
Kreises nicht Durchmesser des anderen Kreises und also 
auch ihre Mittelpunkte einander nicht entsprechen, was 
auch in der Bezeichnungsweise zum Ausdrucke gebracht 
ist. Nur in den besonderen Fällen der Perspektiven 
Ähnlichkeit und der Affinität entsprechen sich die Durch- 
messer und Mittelpunkte beider Kreise. 

31. Es gibt unendlich viele Perspektiven, 
die einen Kreis und ein ihm eingeschriebenes 
Sehnenviereck in einen Kreis und ein Sehnen- 
rechteck überführen oder, was dasselbe ist, die 
einen Kreis so in einen anderen Kreis über- 
führen, daß einem beliebigen Punkte Y im 
Innern des einen Kreises der Mittelpunkt Y des 
anderen Kreises entspricht. 

Man hat nur die Konstruktion des § 23 mit dem 
Resultate des vorigen Paragraphen zu vereinigen, indem 
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man (Fig. 23) X = AB X CD mit Z = AD X BG ver- 
bindet, über XZ einen Halbkreis beschreibt und diesen 
mit der Geraden NY oder ihrer Verlängerung schneidet; 
dieser Schnittpunkt ist dann das Zentrum der Per- 
spektive. Wie später (§ 34) gezeigt wird, ist stets 
NYJ_e v , und folglich braucht der zu k Perspektive 
Kreis k nur so gewählt zu werden, daß für beide 
Kreise (äußerer oder innerer) Ähnlichkeitspunkt ist. Wählt 
man Y auf der Geraden NO ganz willkürlich, so hat 




Fig. 28. 

man zu einem beliebigen Radius NF von k eine Par- 
allele durch Y zu ziehen und diese mit OF zum 
Schnitte O zu bringen; dann ist Y der Radius des 
zu k Perspektiven Kreises k , dessen Mittelpunkt Y dem 
Punkte Y im Innern von k entspricht. OD schneidet Jcq 
in der Ecke D des Rechtecks, dessen Seiten parallel zu 
OX und OZ sind. Die Achse der Perspektive ist die 

Haußner, Darstellende Geometrie IL 4 
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Potenzlinio beider Kreise, die in der Figur nur durch die 
Schnittpunkte (o) entsprechender Seiten angedeutet ist. 
— Von der Wahl des Punktes Y auf NO hängt die 
Größe des Radius von k und natürlich auch die Lage 
der Achse ab. Nimmt man im besonderen an, daß Y 
mit dem Mittelpunkte N des Kreises k zusammenfällt, so 
geht der Kreis k bei der Perspektive in sich selbst über; 
das Sehnen viereck AB CD und das zu ihm Perspektive 
Rechteck sind also dann demselben Kreise eingeschrieben. 
Über diese besondere Perspektive siehe Ausführlicheres 
in § 36. 

Harmonische Eigenschaften des Kreises. 

32. Definition. Zwei Punkte, die die Sehne 
eines Kreises harmonisch teilen, heißen harmo- 
nische Pole des Kreises [z. B. X% und der unendlich 
ferne Punkt X in Figur 24, und X 2 und X in Figur 25, 
da (ABX° 2 X ) = -1 und (ABX 2 X) = -1 ist]. 

Auf Grund des Ergebnisses von § 31 ergeben sich 
auch die harmonischen Eigenschaften des Kreises aus 
einer speziellen Figur in ähnlicher Weise, Avie in § 24 die 
harmonischen Eigenschaften des vollständigen Vierecks 
gefunden worden sind. 

Man betrachte zu dem Zwecke (Fig. 24) ein Rechteck 
A B C D und den ihm umschriebenen Kreis. Dann 
sind der Halbierungspunkt einer beliebigen Sehne und 
ihr unendlich ferner Punkt harmonische Pole. Nun 
haben alle parallelen Sehnen denselben unendlich fernen 
Punkt; folglich liegen alle Punkte, die mit diesem un- 
endlich fernen Punkte ein Paar harmonischer Pole bilden, 
auf dem zu den parallelen Sehnen senkrechten Kreis- 
durchmesser. In Figur 24 z. B. gehören in dieser 
Weise der unendlich ferne Punkt Z der Richtung 
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^ D || .X}.X!| || -E» C und der Durohmesser x ±A D a 
zusammen. Umgekehrt Bind die dem Kreismittelpunkte, 
d. i. dem Halbierungspunkte aller Durchmesser, zu- 
geordneten, harmonischen Pole die Punkte der unendlich 
fernen Geraden. 






Fig. a. 

Zieht man in den Ecken des Rechtecks die Tan- 
genten an den Kreis, so bilden sie einen Rhombus 
^o -^o 6o#ö i dessen Diagonalen die Seiten des Rechtecks 
AqBqCqDq halbieren und deren Schnittpunkt im Kreis- 
mittel punkte liegt. Zieht man noch durch die Ecken 
^oi foi ^oi &o Parallele zu den Seiten des einge- 
schriebenen Rechtecks, so bildet jede dieser Parallelen 
mit der Diagonale der betreffenden Ecke zwei konjugierte 
Strahlen, welche die von dieser Ecke ausgehenden Tan- 
genten harmonisch trennen (g 6, S. 15). 

33. Da nun durch eine geeignet gewählte Per- 
spektive ein Kreis und ein ihm eingeschriebenes be- 
liebiges Sehnen viereck in einen Kreis und ein ein- 
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geschriebenes Rechteck umgewandelt werden kann, so 
ergeben sich, unmittelbar die harmonischen Eigenschaften 
des Kreises in voller Aligemeinheit. 

Bei dieser Perspektiven Verwandlung geht das dem 
Eechteck A B CqD umschriebene Tangentenviereck 
E F G H (in Fig. 24) über in das dem Sehnenviereck 
ABGD umschriebene Tangen tenviereck EFQH (in 
Fig. 25). Da die unendlich ferne Gerade (Fig. 24) die 
Schnittpunkte der Gegenseitenpaare sowohl des Rechtecks 
A B G D als auch des T.ingentenrhorabus E F Q H 
enthält, da ferner jede Diagonale des Tangenten- 
vierecks denselben unendlich fernen Punkt hat, wie die 
beiden ihr parallelen Seiten des Sehnenrechtecks, und end- 
lich die Diagonalen beider Vierecke sich in demselben 
Punkte F schneiden, so ergibt sich unmittelbar der 
folgende Satz: 

Umschreibt man (Fig. 25) einem Kreise k in 
den Ecken eines beliebigen Sehnenvierecks 
ABGD ein Tangentenviereck EFQH, so schnei- 
den sich die Gegenseitenpaare des Sehnenvier- 
ecks sowohl, als des Tangentenvierecks in den 
Punkten X, Z; J, K einer Geraden y. Ferner 
geht jede Diagonale des Tangentenvierecks 
durch den Schnittpunkt zweier Gegenseiten des 
Sehnenvierecks 

(X = ABXCDXFE, Z=ADXBGXEO) 

und endlich schneiden sich die Diagonalen AG, 
BD des Sehnenvierecks und EG, FB. des Tan- 
gentenvierecks in demselben Punkte Y. 

Mit Benutzung der für das vollständige Vierseit 
gebrauchten Benennungen (§ 22, S. 37) kann man diesem 
Satze, wie aus dem Perspektiven Rechtecke leicht zu 
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folgern ist, auch die folgende kürzere und zugleich all- 
gemeinere Fassung geben: 

Umschreibt man (Fig. 25) einem Kreise k in 
den Ecken eines beliebigen vollständigen 
Sehnen vierecks ABGD ein- vollständiges Tan- 
gentenvierseit abcd, so liegen je zwei Diagonal- 
punkte des Sehnenvierecks auf einer Diagonale 
des Tangentenvierseits (X, Y auf FH=z] 
F, Z auf EO = x) Z, X auf JK = y) . 



Das Diagonaldreieck XYZ des ersteren fällt 
mit dem Diagonaldreiseit des letzteren zu- 
sammen. 

34. Da jede zu x parallele Gerade*) einer Geraden 
durch den Punkt Z entspricht und x der geometrische 
Ort der harmonischen Pole zu Z ist, so folgt, daß auch 
die zu x Perspektive Gerade % der geometrische Ort der 



*) Bei diesen Betrachtungen beziehen sich die mit dem 
Index versehenen Buchstaben auf Figur 24, die ohne diesen 
Index auf Figur 25. 
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harmonischen Pole, die zu Z gehören, ist. Umgekehrt 
gehört zu allen Punkten des Durchmessers z als 
harmonischer Pol der unendlich ferne Punkt Z des 
zu x senkrechten Durchmessers. Folglich ist auch Z 
harmonischer Pol zu allen Punkten der zu x Perspek- 
tiven Geraden x. 

In gleicher "Weise erkennt man, daß y geometrischer 
Ort der harmonischen Pole zu Y und umgekehrt ist. 

Folglich gelten die Sätze: 

I. Die zu einem gegebenen Pole (z.B. Y. 
bzw. Z) harmonischen Pole eines Kreises k liegen 
auf einer Geraden (y , bzw. z), die Polare des ge- 
gebenen Poles heißt. 

Die zu den Punkten einer gegebenen Gera- 
den (Polaren) (y , bzw. x) harmonischen Pole 
fallen sämtlich in einen und denselben Punkt 
(Zbzw. Z), den Pol der gegebenen Polaren. 

IL Jede Sehne des Kreises k, die durch 
einen gegebenen Pol geht, wird von ihm und 
seiner Polaren harmonisch geteilt. 

Da die Tangenten von dem unendlich fernen 
Punkte Z parallel zu x sind, also den Kreis in seinen 
Schnittpunkten mit der Polare x des Poles Z berühren, 
und da die vier Verbindungslinien der Endpunkte zweier 
zu x senkrechter Sehnen, z.B. A D und P Q , sich 
auf x schneiden, so folgt: 

III. Liegt der Pol (z. B. Z) außerhalb des 
Kreises k, so schneiden sich die vier Verbin- 
dungslinien der Punkte, in denen zwei beliebige 
durch den Pol gezogene Sekanten den Kreis 
schneiden, auf der Polare (x) des Poles (Z) . 
Diese geht auch durch die Berührungspunkte 
der durch den Pol gehenden Kreistangenten. 



I 
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Das letztere muß auch noch gelten, wenn der Pol 
auf dem Kreise liegt. Dann aber fallen die beiden Tan- 
genten in die eine zusammen, deren Berührungspunkt der 
gegebene Pol ist. Folglich: 

IY. Liegt der Pol auf dem Kreise, so fällt 
seine Polare mit der Kreistangente dieses 
Punktes zusammen. 

Die Tangenten in den Endpunkten eines jeden 
Durchmessers schneiden sich auf der unendlich fernen 
Geraden (y ), der Polare des Mittelpunktes (Y ). Den 
Durchmessern in Figur 24 entsprechen aber die Sehnen 
durch 7 in Figur 25. Mithin: 

Y. Liegt der Pol (z. B. Y) innerhalb des Krei- 
ses &, so schneidet seine Polare (y) den Kreis 
nicht Legt man durch den Pol zwei beliebige 
Sehnen, so schneiden sich die vier Verbindungs- 
linien ihrer Endpunkte in zwei Punkten der 
Polaren. Die Kreistangenten in den Endpunkten 
der Sehnen schneiden sich ebenfalls auf ihr. 

Auch hieraus folgt Satz IY. Denn liegt der Pol 
auf ä, so haben alle Sehnen durch ihn den Pol als einen 
Endpunkt und folglich auch die Kreistangente in ihm 
gemeinsam. 

Die Sätze III und Y gestatten, die zu einem gegebenen 
Pole in beziig auf einen Kreis gehörige Polare zu kon- 
struieren. Man zieht durch den gegebenen Pol zwei den 
Kreis schneidende Gerade; die vier Verbindungslinien 
ihrer vier Schnittpunkte mit dem Kreise schneiden sich 
in zwei Punkten der gesuchten Polaren. 

Aus den Sätzen III und Y folgt auch, daß für den 
Kreis die Polare senkrecht auf der Verbindungslinie des 
Poles mit dem Kreismittelpunkte steht. Denn liegt der 
Pol außerhalb, so ist seine Polare die Berührungssehne 
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der von ihm an den Kreis gezogenen Tangenten. Liegt 
der Pol im Innern des Kreises, so muß seine Polare 
parallel sein zu den Tangenten in den Endpunkten des 
Durchmessers, der den Pol mit dem Mittelpunkte ver- 
bindet. Hiermit ist auch die im § 31, S. 49 ohne Beweis 
aufgestellte Behauptung, daß in Figur 23 die Gerade 
NYj_e v = XZ ist, als richtig nachgewiesen, da e v die 
Polare von Y in bezug auf k ist. 

Da die Pole aller Durchmesser eine3 Kreises auf 
der unendlich fernen Geraden liegen, und da umgekehrt 
die Polaren aller unendlich fernen Punkte die Durchmesser 
sind, so folgt durch Perspektive Übertragung von Figur 24 
auf Figur 25 der wichtigste Satz der Polarentheorie: 

VI. Dreht sich eine Gerade um einen Pun kt 
(z.B. Foder Z), so bewegt sich ihr Pol auf der 
Polare des Punktes («/, bzw. z) und umgekehrt. 

Diesen Satz kann man, da der Pol Z von z auf y , 
der Polaren von F, liegt, auch so aussprechen : 

VI'. Liegt der Pol einer Geraden auf einer 
zweiten Geraden, so liegt auch der Pol der 
letzteren auf der erstefen. Geht umgekehrt die 
Polare eines Punktes durch einen zweiten Punkt, 
so geht auch die Polare des letzteren durch den 
ersten Punkt. 

Besitzt ein Dreieck die Eigenschaft, daß in bezug auf 
einen Kreis k jede Ecke der Pol der gegenüberliegenden Seite 
ist, so nennt man es ein Polardreieck des Kreises k. 

Vit. Umschreibt man einem Kreise k in den 
Ecken eines beliebigen vollständigen Sehnen- 
vierecks ABGD ein vollständiges Tangenten- 
vierseit abcd, so ist das Diagonaldreieck XYZ 
des ersteren, das mit dem Diagonaldreiseit xyz 
des letzteren zusammenfällt, ein Polardreieck. 
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Die Sätze VI oder VI' gestatten, den Pol zu kon- 
struieren, wenn die Polare gegeben ist Man bestimmt 
nämlich zu zwei beliebigen Punkten derselben nach dem 
auf S. 55 gegebenen Verfahren die Polaren, deren Schnitt- 
punkt der gesuchte Pol ist 

35. Mit Hilfe des Satzes VI' kann man auch die in § 32 
gegebene Definition harmonischer Pole erweitern und 
zugleich harmonische Polaren allgemein definieren. 

Harmonisehe Pole in bezug auf einen Kreis 
nennt man je zwei Punkte, von denen jeder auf 
der Polare des andern gelegen ist 

Harmonisehe Polaren in bezug auf einen Kreis 
nennt man je zwei Gerade, deren jede durch den 
Pol der andern hindurchgeht 



Daß diese Definition harmonischer Pole die frühere 
als speziellen Fall umfaßt, ist ohne weiteres ersichtlich 
(z. B. X und Y in Fig. 25). Sie gilt aber auch dann 
noch, wenn die Gerade durch die beiden Pole den Kreis 
nicht schneidet, in welchem Falle die frühere Definition 
versagt, z. B. für X und Z in Figur 25. 
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Falls zwei harmonische Polaren sich außer 
halb des Kreises schneiden, so teilen sie den 
"Winkel, den die von ihrem Schnittpunkte an 
den Kreis gelegten Tangenten einschließen, und 
seinen Nebenwinkel harmonisch. Z. B. sind in 
Figur 25 EX und EY zwei harmonische Polaren, denn 
X ist der Pol von EY, und folglich liegt nach VI' der 
Pol von EX auf EY; es ist nämlich E der Pol von AB 
und also X t = EYy,AB der Pol von EX. Nun ist 
aber{^B^j^) = —1 {nach § 32), also sind die Strahlen 
von E nach A, B, X 2 , X vier harmonische Strahlen. 

Jede Kreistangente ist ihre eigene harmonische Polare. 

36. Ein beliebiger, aber nicht auf dem Kreise k 
gelegener Punkt und seine Polare in bezug auf k bilden 
stets das Zentrnm und die Achse einer Perspektive, 
die den Kreis k auf sich selbst abbildet. 




Fig. 2a". Fig. ab. 

Ist in den Figuren 26 der Punkt der Pol der 
Gera'len e , so sehneidet jeder Strahl durch den Kreis k 
in sich entsprechenden Punkten, z.B. ^ und J,,, Bund £t . 
Die Verbindungslinien g = AB und g = A B schneiden 
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sich nach den Sätzen HI und V auf der Polare e, die 
also Achse der Perspektive ist. Faßt man aber A als 
Originalpunkt auf, so ist Ä sein Bildpunkt und folglich, 
auch, wenn g = h als Originalgerade betrachtet wird, 
h = g ihre Büdgerade. Demnach fallen die Verschwin- 
dungspunkte von g und h mit den Fluchtpunkten von 
h und g und daher auch die Verschwindungslinie e v mit 
der Fluchtlinie ej° zusammen. Da (§ 11) Abst. (0, e v ) 
= Abst. (e, ej5°) ist, so muß e v =* ejj° den senkrechten 
Abstand des Poles von der Polaren e halbieren. 

Diese besondere Perspektive, bei der das Bild A 
eines Punktes A zugleich der Originalpunkt des in A 
liegenden Bildpunktes ist, nennt man involutorische 
Perspektive oder wohl auch Perspektive Spiege- 
lung. Zwei zugeordnete Punkte A und A werden durch 
den Schnittpunkt von AA Q mit der Achse e und das 
Zentrum harmonisch getrennt. 

Umgekehrt läßt sich mit Hilfe der Polarentheorie 
leicht zeigen, daß jede Perspektive, deren Flucht- und 
Verschwindungsgerade zusammenfallen und also den 
senkrechten Abstand des Zentrums von der Achse hal- 
bieren, jeden Kreis der Ebene, für den Zentrum und 
Achse der Perspektive Pol und Polare sind, in sich selbst 
überführt. Figur 26 a zeigt an \ die Konstruktion eines 
Kreises, für den eine gegebene Gerade e und ein gegebener 
Punkt Polare imd Pol sind : Gerade ^beliebig durch 0, 
durch ihren Schnittpunkt T mit e eine Senkrechte zu 0T\ 
letztere schneidet das von auf e gefällte Lot in dem 
Mittelpunkte^ des gesuchten Kreises, dessen Kadius M x T 
ist Soll innerlialb der Kreise liegen, so führt man 
die gleiche Konstruktion für die Hilfsgerade || e durch 
und den Fußpunkt des von auf e gefällten Lotes aus, 
wie es Figur 26 b zeigt. 
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37. Von der Perspektiven Spiegelung soll jetzt 
Anwendung gemacht werden, um einen Satz über den 
Kreis abzuleiten. 

In I, 18 sind die folgenden Sätze für den Kreis be- 
wiesen worden: 

Schneidet man die Geraden, die einen beliebigen 
Punkt P (Fig. 27) eines Kreises mit den Endpunkten 
eines Durchmessers AB verbinden, durch irgend eine 
Parallele FO zu den Tangenten in A und 2?, so schneiden 
sich die Verbindungslinien dieser Schnittpunkte O und F 




Fig. 27. 

mit A und B in einem Punkte Q des Kreises. Die Hal- 
bierungspunkte der Strecken, welche von AP und BP 
auf beliebigen Parallelen zu den Tangenten in A und B 
ausgeschnitten werden, liegen auf der Tangente in P\ 
z.B. BJ=JE, FK=KG. 

Unterwirft man nun die Figur des vorstehenden 
Satzes der Perspektiven Spiegelung, bei der dem Durch- 
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messer AB eine beliebig vorgegebene Sehne A B ent- 
spricht, dann ist AA X ^A> = das Zentrum und 
die Polare von die Achse dieser Perspektive.. Den 
Tangenten in A und B und ihrem unendlich fernen 
Punkte entsprechen die Tangenten in A und B und 
ihr Schnittpunkt L , der Pol von A B . Durch L 
geht auch die Bildgerade F G von FG. Da ferner 
BJ=JE, FK=KG ist, so folgt, daß B , E 0y J , 
L und F Q , G , ÜT , L je vier harmonische Punkte 
sind. Mithin lassen sich die obigen Kreissätze folgender- 
maßen vei allgemeinem: 

I. Schneidet man die Geraden, die einen 
beliebigen Punkt P eines Kreises k mit den 
Endpunkten einer beliebigen Sehne A B ver- 
binden, durch eine Gerade, die durch den Pol L 
von A B geht, so schneiden sich die Ver- 
bindungslinien dieser Punkte G und F mit A$ 
und B in einem Punkte Q des Kreises. 

EL Die Tangente in P teilt zusammen mit L 
die Strecke, die auf einer beliebigen durch den 
Pol L gehenden Geraden von den Geraden AqP 
und B P ausgeschnitten wird, harmonisch. 



III. Abschnitt. 

Projektive Eigenschaften der Kegelschnitte« 



Die Perspektiven Bilder des Kreises. 

38. In dem vorigen Abschnitte sind diejenigen be- 
sonderen Perspektiven behandelt, die einen Kreis in einen 
andern Kreis oder in sieh selbst verwandeln. Jetzt sollen 
diejenigen Kurven untersucht werden, die eine willkürlich 
gewählte Perspektive aus einem Kreise entstehen läßt. 

Definition. Die Perspektiven Bilder von 
Kreisen nennt man Kegelschnitte. 

Läßt man den Kegelschnitt durch Zentralprojektion 
eines Kreises auf eine andere Ebene entstehen, so bilden 
die Projektionsstrahlen den Mantel eines geraden oder 
schiefen Kreiskegels, je nachdem das Projektionszentrum, 
senkrecht über dem Mittelpunkte des Kreises liegt oder 
nicht. Jede zu einem Kreise Perspektive Kurve kann 
daher als Schnitt der Bildebene mit dem Mantel eines 
Kreiskegels aufgefaßt werden, wodurch die Benennung 
Kegelschnitte für die zu einem Kreise Perspektiven 
Kurven gerechtfertigt ist (vgl. § 69). 

Nach den Ergebnissen von § 15 — 20 kann man 
zwei Perspektive Figuren nach Belieben durch eine ebene 
oder eine räumliche Perspektive miteinander verbunden 
betrachten. Hiervon wird im folgenden Gebrauch ge- 
macht; zunächst werden für die Herleitung der Grund- 
eigenschaften und der Lehre von den konjugierten Durch- 
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messern Kreis und Kegelschnitt in derselben Ebene liegend 
angenommen und dann im folgenden Abschnitte die me- 
trischen Eigenschaften aus den Schnitten eines Kreis- 
kegels abgeleitet. 

39. Bei der Zentralprojektion ändern sich die Lage- 
beziehungen zweier ebener Gebilde nicht. Aus dieser 
Bemerkung folgen eine Reihe der wichtigsten Sätze über 
Kegelschnitte. 

Da dem Schnittpunkte zweier Kurven der Schnitt- 
punkt ihrer Perspektiven Bilder entspricht, und da jeder 
Kreis von einer Geraden seiner Ebene in höchstens zwei 
Punkten geschnitten wird, so gilt auch: 

Jeder Kegelschnitt kann von einer Geraden 
seiner Ebene in höchstens zwei Punkten ge- 
schnitten werden. 

Fallen die Schnittpunkte der Sekante eines Kreises 
in einen einzigen zusammen, so geschieht das gleiche 
für die Schnittpunkte der entsprechenden Sekante eines 
zu dem Kreise Perspektiven Kegelschnittes. Daher ent- 
spricht der Tangente eines Kreises und ihrem Berührungs- 
punkte eine Tangente des Perspektiven Kegelschnittes 
und ihr Berührungspunkt, wenn (entsprechend I, 17) als 
Tangente eines Kegelschnittes jede Gerade seiner 
Ebene bezeichnet wird, die mit ihm nur einen Punkt, 
den Berührungspunkt, gemeinsam hat. 

Von einem Punkte der Ebene eines Kreises lassen sich 
höchstens zwei Tangenten an denselben legen, folglich: 

Yon einem Punkte der Ebene eines Kegel- 
schnittes lassen sich höchstens zwei Tangenten 
an ihn legen. 

Nur von den Punkten außerhalb der geschlossenen 
Kreislinie lassen sich stets zwei Tangenten an den Kreis 
legen, während sich von den Punkten innerhalb des 
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Kreises keine Tangente an ihn legen läßt. Dement- 
sprechend sagt «man: 

Ein Kegelschnitt teilt die Punkte seiner 
Ebene in außerhalb und innerhalb gelegene; von 
den ersteren lassen sich zwei Tangenten an den 
Kegelschnitt legen, von den letzteren keine. 

Aus diesen Sätzen folgt unmittelbar weiter, daß der 
in § 33 aufgestellte Satz unverändert für Kegelschnitte gilt: 

Umschreibt man einem Kegelschnitte in den 
Ecken eines vollständigen Sehnenvierecks ein 
vollständiges Tangentenvierseit, so liegen je 
zwei Diagonalpunkte des Sehnenvierecks auf 
einer Diagonale des Tangentenvierseits. Das 
Diagonaldreieck des ersteren fällt mit dem Dia- 
gonaldreiseit des letzteren zusammen. 

Pol und Polare von Kegelschnitten. 

40. Ferner ist nach § 7 das Doppelverhältnis von 
vier Punkten oder Strahlen gleich dem ihrer Perspektiven 
Bilder. Vier harmonischen Elementen entsprechen also 
wieder vier harmonische Elemente und mithin gelten 
die in § 34, I — VII und § 35 aufgestellten Defi- 
nitionen und Sätze über Pol und Polare ohne 
weiteres für Kegelschnitte. Je ein Punkt und je 
eine Gerade in der Ebene eines Kegelschnittes sind also 
einander als Pol und Polare so zugeordnet, daß die 
auf einer beliebigen durch den Pol gehenden Geraden 
vom Kegelschnitte ausgeschnittene Sehne durch den 
Pol und die Polare harmonisch geteilt wird. Von 
einer Wiedergabe der Sätze der Polarentheorie für die 
Kegelschnitte kann, um Raum zu sparen, hier ab- 
gesehen werden, da in den obengenannten Sätzen alles 
ungeändert bleibt bis auf das Wort „Kreis", das stets 
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durch „Kegelschnitt" zu ersetzen ist, genau so, wie aus 
dem Satze in § 33 der Satz des vorigen Paragraphen 
hergeleitet ist. 

Auch die auf den Seiten 55 und 57 angegebenen 
Konstruktionen, für einen gegebenen Pol die zugeordnete 
Polare und für eine gegebene Polare den zugeordneten 
Pol zu finden, übertragen sich unverändert auf Kegel- 
schnitte*). 

Man kann auch auf Grund der Polarentheorie die 
Punkte der Ebene eines Kegelschnittes in innere und 
äußere unterscheiden. Allen Punkten im Innern des 
Kegelschnittes sind Polaren zugeordnet, die ihn nicht 
schneiden; allen Punkten außerhalb des Kegelschnittes 
aber sind Polaren zugeordnet, die ihn in zwei getrennten 
Punkten schneiden. Liegt der Punkt auf dem Kegel- 
schnitte, so ist seine Polare die Tangente des Kegel- 
schnittes in diesem Punkte. 

Um von einem Punkte P außerhalb eines Kegel- 
schnittes die Tangenten an ihn zu ziehen, konstruiert 
man nach § 34, III seine Polare und verbindet die beiden 
Punkte, in denen sie den Kegelschnitt trifft, mit P. 

41. In den Sätzen des § 37 sind nur Beziehungen 
enthalten, die durch Zentralprojektion nicht geändert 
werden. Folglich gelten beide Sätze unverändert auch 
für Kegelschnitte. 

Der Pol L der gegebenen Sehne A B ist als 
Schnittpunkt der Tangenten an den Kegelschnitt in den 
Endpunkten J und B der Sehne bestimmt (§ 34, Y). 

*) Um Mißverständnisse von vornherein auszuschließen, 
sei hier aber ausdrücklich betont, daß die Polare in bezug auf 
einen Kegelschnitt im allgemeinen nicht auf der Verbindungs- 
linie des Poles mit dem Mittelpunkte (§ 41) des Kegelschnittes 
senkrecht steht, was bei dem Kreise stets der Fall ist (S. 56). 

H aufin er, Darstellende Geometrie IL 5 
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Folglich ist ein Kegelsohnitt bestimmt durch drei 
seiner Punkte und die Tangenten in zweien der- 
selben. Mit Hilfe des Satzes I in § 37 können dann 
beliebig viele weitere Punkte des Kegelschnittes unmittel- 
bar — also ohne auf die Perspektive Beziehung des Kegel- 
schnittes zum Kreise zurückzugehen — konstruiert 
werden: Sind J , B und P Q die gegebenen Punkte und 
Z/ .der Schnittpunkt der ebenfalls gegebenen Tangenten 
in J Q und B , so schneidet man die Strahlen J P und 
B P mit einer beliebigen Geraden durch L ; ihre Schnitt- 
punkte F und O mit jenen Strahlen verbindet man mit 
B und A und erhält in dem Schnittpunkte Q dieser Ver- 
bindungslinien einen weiteren Punkt des Kegelschnittes. 
Aus dem Vorstehenden folgt aber weiter: 
Das Perspektive Bild eines Kegelschnittes 
ist wieder ein Kegelschnitt. 

Denkt man sich nämlich den gegebenen Kegelschnitt 
nach dem obigen Verfahren aus drei Punkten und den 
Tangenten in zweien derselben erzeugt, so entsprechen 
den gegebenen Bestimmungsstücken bei einer beliebigen 
Perspektive drei Punkte und zwei Tangenten der zu dem 
Kegelschnitte Perspektiven Kurve. Weitere Punkte dieser 
letzteren Kurve können ebenfalls nach dem obigen Ver- 
fahren ermittelt werden, da dieses bei jeder Projektion 
unbeeinflußt bleibt. 

Verschiedene Arten der Kegelschnitte. 

42. Von besonderer Bedeutung für das Perspektive 
Bild ist die Lage des Kreises k zu der Verschwindungs- 
linie e v der gewählten Perspektive. Da nur die Perspek- 
tiven Bilder der Punkte von e v ins Unendliche fallen, so 
hat der zu k Perspektive Kegelschnitt k keinen, einen 
oder zwei unendlich ferne Punkte, je nachdem der Kreis Je 
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die Verschwindungslinie nicht schneidet, sie berührt oder 
sie in zwei Punkten schneidet. Demnach erhält man 
drei verschiedene Arten von Kegelschnitten, die man als 
Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln unterscheidet. 

Die Ellipse besitzt keinen unendlich fernen 
Punkt und ist eine im Endlichen geschlossene 
Kurve. Die jetzt definierte Ellipse stimmt mit der als 
affines Bild des Kreises definierten (I, 1 5) gleichnamigen 
Kurve überein, wie in § 46 gezeigt werden wird. 

Die Parabel besitzt einen unendlich fernen 
Punkt, und da dieser das Perspektive Bild des Punktes 
der Yerschwindungslinie e v ist, in dem sie den Kreis k 
tangiert, so sagt man: Die Parabel besitzt in ihrem 
unendlich fernen Punkte die unendlich ferne 
Gerade ihrer Ebene als Tangente. 

Die Hyperbel hat zwei unendlich ferne 
Punkte, die die Perspektiven Bilder der zwei getrennten 
Schnittpunkte des Kreiges k mit e v sind. Da die Kreis- 
tangenten in diesen Schnittpunkten nicht mit e v zusammen- 
fallen, so können ihre Perspektiven Bilder nicht mit der 
unendiicn fernen Geraden zusammenfallen, sondern liegen 
im Endlichen. Diese beiden Hyperbeltangenten, deren 
Berührungspunkte mit der Hyperbel ihre unendlich fernen 
Punkte sind, nennt man Asymptoten der Hyperbel. 

Da durch eine Parallelprojektion die unendlich fernen 
Elemente einer Ebene sich in die unendlich fernen Ele- 
mente der Bildebene projizieren, so folgt mit Benutzung 
des Satzes am Ende von § 41: 

Durch Parallelprojektion geht ein Kegel- 
schnitt stets in einen Kegelschnitt gleicher Art 
über. 

43. Die Perspektive, durch welche ein Kreis k in 
einen Kegelschnitt k übergeführt werden soll, mag durch 

5* 
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Angabe der Achse e, des Zentrums und der "Ver- 
schwindungslinie e v bestimmt sein. Um dann zu Punkten 
von k die entsprechenden von k Q zu finden, wendet man 
am bequemsten das in § 19 gegebene Verfahren an und 



„„.^ 



y 



/. 



«B. 








bestimmt danach die Perspektiven Bilder der End- 
punkte von Kreissehnen, die senkrecht zu e v sind, wie 
es Figur 28 für die Sehne AB zeigt. Auf diese Weise 
sind die zu dem Kreise k Perspektiven Kegelschnitte in 
den Figuren 29, 35 und 45 konstruiert. 

Mittelpunkt und Durchmesser. 

44. Alle Kreissehnen durch den Pol M der Ver- 
schwindungslinie werden durch den Pol und ihre Schnitt- 
punkte mit der Versen windungslinie harmonisch geteilt. 
Da die Perspektiven Bilder der letzteren Punkte un- 
endlich fern liegen, so halbiert das Perspektive Bild M 
von M alle durch M gehenden Sehnen des Kegel- 
schnittes k . Aus diesem Grunde nennt man M , das 
Bild des Poles M der Verschwindungslinie e*, 
den Mittelpunkt des Kegelschnittes k und die 
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durch ihn gehenden Sehnen Durchmesser des- 
selben. 

Zwei Durchmesser des Kegelschnittes, die 
zwei harmonischen Polaren (§ 35) des Kreises 
durch den Pol M der Verschwindungslinie ent- 
sprechen, nennt man konjugierte Durchmesser. 

Zwei konjugierte Durchmesser eines Kegel- 
schnittes, die aufeinander senkrecht stehen, 
heißen Achsen derselben; ihre Endpunkte Scheitel. 

Der unendlich ferne Punkt eines Durch- 
messers ist in bezug auf den Kegelschnitt der 
Pol des konjugierten Durchmessers. 

Die auf den Mittelpunkt und die Durchmesser 
eines Kegelschnittes bezüglichen Untersuchungen führt 
man am besten für die drei Arten von Kegelschnitten 
gesondert durch. 

Die Ellipse. 

45. Bei einer Perspektive, die aus einem Kreise k 
eine Ellipse ä* entstehen läßt, schneidet die Ver- 
sen windungslinie e v den Kreis nicht; folglich liegt ihr 
Pol M in bezug auf den Kreis k innerhalb desselben und 
der zu ihm Perspektive Mittelpunkt M der Ellipse 
ebenfalls in ihrem Innern. Jede durch M gehende 
Gerade wird von k in zwei Punkten geschnitten; jeder 
Durchmesser der Ellipse schneidet sie also eben- 
falls in zwei Punkten (vgl. Fig. 29). 

Um für den Kreis k irgend zwei harmonische Polaren 
durch M zu erhalten , braucht man nur*) zwei beliebige 
Sehnen AG und BD durch M zu ziehen, deren End- 
punkte auf vier Geraden liegen, die sich nach Satz V 



*) Vgl. Figur 25, in der man sich M statt Y, e v statt y 
gesetzt denke. 
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des § 35 paarweise in zwei Punkten X und Z auf der 
Polare e v von M schneiden. Dann sind MX =■ x , die 
Polare von Z, und MZ = x, die Polare von X, zwei 
harmonische Polaren. Jede Sehne durch X wird von 
X und x harmonisch geteilt (§ 35, I); ebenso wird jede 
Sehne durch Z von Z und * harmonisch geteilt. Die 
Tangenten in den Schnittpunkten von x, bzw. z mit k 
gehen durch die Pole X und Z. Die Tangenten in A 
und B und die in C und D schneiden sich auf x , während 
sich die Tangenten in A und D und die in B und (7 auf 
% schneiden. 

Bei der Perspektiven Abbildung des Kreises k in die 
Ellipse k werden die Bilder aller Geraden, die sich in 
einem Punkte von e v schneiden, einander parallel (nach 
§ 18), und folglich liefern die vorstehenden Bemerkungen 
für die Ellipse die Sätze: 

I. Die zu einem Durchmesser parallelen 
Sehnen werden von dem konjugierten Durch- 
messer halbiert (vgl. I, 16). 

II. Die Tangenten in den Endpunkten eines 
Durchmessers sind parallel dem konjugierten 
Durchmesser. Die Tangenten in den Scheiteln 
einer Achse stehen auf ihr senkrecht (vgl. I, 17). 

In Figur 25 liegen die Pole E von AB und X 2 von 
EX auf der Geraden x , deren zugeordnete harmonische 
Polare % sich mit AB und EX in X auf y = e v schneidet. 
Für die Ellipse folgt also daraus der weitere Satz: 

III. Die Polaro eines Punktes ist parallel 
zu dem Durchmesser, der zu dem durch den 
gegebenen Punkt gehenden Durchmesser konju- 
giert ist. 

Die Tangenten in den Endpunkten einer 
Sehne schneiden sich auf dem Durchmesser, der 
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zu dem der Sehne parallelen konjugiert ist (Z. B. 
projiziert man die Figur 25 so, daß der Kreis k in eine 
Ellipse übergeht, so schneiden sich die Tangenten in den 
Punkten A und B auf dem Durchmesser x , da sich 
in Figur 25 die entsprechenden Tangenten in A und B 
auf der Geraden x schneiden.) 

Die Pole paralleler Sehnen liegen auf dem 
zu ihrer Richtung konjugierten Durchmesser. 




Fig. 29. 



/V 



In Figur 29 sind als harmonische Polaren x und 
des Kreises die Parallele und die Senkrechte zu e" 
durch üf genommen; der Pol der letzteren Geraden ist 
der unendlich ferne Punkt von e v (nach § 34, HI). Die 
Figur zeigt die Konstruktion der ihnen entsprechenden 
konjugierten Durchmesser der Ellipse- und der Tangenten 
in ihren Endpunkten. Zugleich ersieht man, daß die 
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Ellipse ganz zwischen den Tangenten in den Endpunkten 
eines beliebigen Durchmessers liegt. 

46. Eine Ellipse ist völlig bestimmt durch 
irgend zwei (ihrer Länge und Lage nach gegebene) 
konjugierte Durchmesser. 

Denn sind (Fig. 30) zwei konjugierte Durch- 
messer AB und CD*) gegeben, so sind damit auch die 
Tangenten in ihren Endpunkten gegeben; die Ellipse 
kann also nach § 41 konstruiert werden aus einem Durch- 
messer, z. B. ABj den Tangenten in seinen Endpunkten 
und dem einen Endpunkte des konjugierten Durch- 
messers, z. B. G. Da der Pol von AB der unendlich 
ferne Punkt von CD ist, so werden alle Geraden FG 
jener Konstruktion parallel zu CD und die Konstruktion 
der Ellipse stimmt überein mit der in I, 18 gegebenen. 




Hieraus folgt aber unmittelbar, daß die als per- 
spektives Bild des Kreises definierte Ellipse 
übereinstimmt mit der in I, 15 als affines Bild 
des Kreises definierten gleichnamigen Kurve. 
Es gelten mithin alle früher (I, 15 — 27) abgeleiteten 
Haupteigenschaften und Konstruktionen unverändert. Dort 



*) Der Index ist fortan hei allen auf die Ellipse be- 
züglichen Bezeichnungen fortgelassen. 
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ist auch gezeigt, daß die Ellipse Achsen besitzt, und ihre 
Konstruktion angegeben. 

Hier sollen nur einige früher nicht erwähnte Eigen- 
schaften abgeleitet werden. 

47. Bezeichnet man in der Konstruktion des vorigen 
Paragraphen den Schnittpunkt von AG und der Tangente 
in G mit N 2 und von CD und BF mit N t (Fig. 30), 
ferner die Schnittpunkte der Ellipsentangente in Q und 
der Tangenten in A und B mit T und J7, so ist 

. ABGA™ ACGN 2 , 
also 

AB :N 2 C=HG:KG = HG : \FG 

(nach § 37, II) ; und da GE\\ CD, so folgt weiter 

HG:FG = MC:N 1 C, 
also auch 

AB:N 2 C=2>MC:N l C 

CW:CN 2 = CM:CN 1 . 

Ist nun CN X = — • CM, wo n irgend eine positive 

Zahl ist, so ist 

CN 2 = — CW. 
2 n 

Hiermit hat man folgende Ellipsenkonstruktion 
aus zwei konjugierten Durchmessern 2a A , 2b x gefunden: 

Man zeichnet das Parallelogramm, das die Tangenten 
in den Endpunkten beider Durchmesser bilden, schneidet 
dann DM und DV (bzw. CM und CW) durch eine 
Parallele zu der Diagonale VW' (bzw. VW) und ver- 
bindet ihren Schnittpunkt auf DC mit B, den auf DV 
(bzw. GW) mit A ; der Punkt, in dem sich diese beiden 
Geraden schneiden, ist ein Punkt der gesuchten Ellipse. 
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In Figur 30 ist die Konstruktion in der Weise aus- 
geführt, daß DM=b t , DV^a^ und CM=b u CW^a^ in 
dieselbe Anzahl (4) gleicher Teile geteilt sind. Will man 
auch für die obere Hälfte des Parallelogramms Ellipsen- 
punkte konstruieren, so hat man die Teilpunkte auf D G mit 
A und diejenigen auf DV bzw. CW mit B zu verbinden. 

48. Aus der Figur 30 läßt sich noch ein weiterer 
Satz über die Ellipse ableiten (Fig. 31). Die Gerade 
(Jurist (nach 37, II) die Ellipsentangente in Q; es ist 
also VTUV ein Tangentenvierseit, dessen Berührungs- 




X 

Fig. 31. 

punkte die Ecken des Sehnen vierecks AQBD sind. Der 
Diagonalpunkt R = DQy^AB des letzteren muß nach 
dem letzten Satze in § 39 auf den Diagonalen VU und V T 
des Tangentenvierseits liegen. Folglich ist 

ARBU™ ARAV 
und 

ARATco&RBV, 

mithin 

BU:VA = BR:RA, 



AT:V'B = RA:BR 
und also BU- AT r = VÄ- VB = DM 2 = b\ : 
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Das Produkt der von den Berührungs- 
punkten aus gemessenen Strecken, die auf zwei 
parallelen Tangenten einer Ellipse von einer 
beweglichen dritten Tangente abgeschnitten 
werden, ist konstant und zwar gleich dem Qua- 
drate des den beiden festen Tangenten 
parallelen Ellipsenhalbmessers. 

Man kann diesen Satz benutzen, um die Gleichung 
der Ellipse bezogen auf zwei konjugierte Durchmesser 
als Koordinatenachsen abzuleiten. 

49. Es sollen noch die Abschnitte berechnet 
werden, die eine Tangente der Ellipse auf zwei 
konjugierten Durchmessern abschneidet. 

Zieht man in der Figur 31 durch den Berührungs- 
punkt Q der Tangente XY noch die Parallelen QE t 
und QE 2 zu den konjugierten Durchmessern, so ist 
(nach Satz HI) X der Pol von QE t und Y derjenige 
von QE 2 in bezug auf die Ellipse. Folglich wird der 
Durchmesser AB durch die Punkte X und E x harmonisch 
geteilt, d. h. 



oder, da 
ist, 



AX:BX=E 1 A :BE t 



BM=MA 



(MX - MÄ) : (MX + MA) 



= (MA - ME X ) : (MA + ME X ) 



woraus der gesuchte Abschnitt MX folgt: 

ME X MEt 
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In gleicher Weise findet man 



MY = 



MC 



2 



h\ 



ME 2 E t Q 

50. Umschreibt man einer Ellipse k (Fig. 32) ein 
beliebiges Tangentenparallelogramm EFGH, so sind 

seine Diagonalen, da sie (nach 
§ 39) harmonische Polaren und 
zugleich Durchmesser sind, kon- 
jugierte Durchmesser. In ihren 
unendlich fern liegenden Polen 
schneiden sich aber die Gegen- 
seiten des einbeschriebenen 
Sehnenvierecks ABCD, die da- 
her jenen Durchmessern parallel 
sind. Da aber jedem Tangenten- 
parallelogramm ein Sehnen- 
parallelogramm einbeschrieben 
werden kann und umgekehrt, 
so gilt allgemein: 

Die Diagonalen eines 
beliebigen Tangenten- 
parallelogramms einer 
Ellipse sind konjugierte 
Durchmesser; die Seiten 
eines Sehnenparallelo- 
grammes sind konjugierten Durchmessern 
parallel und seine Diagonalen schneiden sich im 
Mittelpunkte der Ellipse. 

51. Zum Schlüsse sollen noch zwei Sätze abgeleitet 
werden, deren erster sich am einfachsten ergibt, wenn 
man die Ellipse wieder als senkrechte Projektion eines 
Kreises auffaßt und dabei den folgenden Hilfssatz benutzt. 




Fig. 82. 
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Hilfssatz. Der Flächeninhalt J' der senkrechten 
Projektion eines Dreiecks auf eine Ebene TT ist gleich 
dem Flächeninhalte J des gegebenen Dreiecks multi- 
pliziert mit cos«, wo e den Neigungswinkel der Dreiecks- 
ebene gegen die Projektionsebene bezeichnet. 

Beweis. (Fig. 33.) Durch eine Ecke des gegebenen 
Dreiecks ABC, z. B. B, zieht man in der Dreiecksebene 
die Parallele BD 
zu derProj ektions- 
ebene TT und fällt 
von den beiden 
andern Ecken A 
und C die Lote 
AE und CF auf 
BD. Dann ist die 
Projektion B'D' 
parallel und gleich 
BD, und es sind 
A'E' und CF' 
ebenfalls senk- 
recht zu B'D' 
(I, 64). Die Nei- 
gungswinkel zwi- 
schen den Loten 
AE, CF und 





Fig. 83. 



ihren Projektionen sind daher gleich e. Folglich ist 
A'E' = AE-cose, C'F' = CF . cos« 



und 



J' = \ B'D' • {A'E' + CF"} 
= \BD- {AE + CF} • cose 

= J' COS6 , 

w. z. b. w. 
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Projiziert man nun einen Kreis vom Eadius a auf 
eine Ebene TT , deren Neigungswinkel e gegen die Kreis- 
ebene durch cose = — bestimmt ist, so sind bekanntlich 

a 

(I, 16) die Projektionen je zweier zueinander senkrechter 
Kreisdurchmesser zwei konjugierte EUipsendurchmesser; 
die beiden zueinander senkrechten Kreisdurchmesser, 
deren einer zu TT parallel ist, ergeben die Achsen. Jedes 
durch zwei rechtwinklige Kreishalbmesser bestimmte 
Dreieck hat den Flächeninhalt 

Seine Projektion hat den Flächeninhalt 
J' = £ Oj b x • sin (o , bzw. J' = -J- a b , 

je nachdem sie zwei konjugierte Halbmesser Oj , b t , die 
den Winkel co miteinander bilden, oder die Halbachsen 
a, b als Seiten enthält. Nach dem obigen Hilfssatze ist 
folglich 

\ Oj b x • sin co — £ a 2 cose 
und 

^ab = ^a 2 cose 
und mithin 

ab = c^^ sinco , 

d.h.: Verbindet man die Endpunkte zweier be- 
liebiger konjugierter Halbmesser einer Ellipse, 
so entsteht ein Dreieck von konstantem 
Flächeninhalte. 

52. Mit Hilfe dieses Satzes und der für die Durch- 
messerabschnitte einer Tangente in § 49 gefundenen Werte 
läßt sich leicht noch ein Satz über das Produkt der beiden 
Strecken einer Tangente zwischen ihrem Berührungs- 
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punkte und ihren Schnittpunkten mit zwei beliebigen 
konjugierten Durchmessern ableiten. 

Sind (Fig. 34) MA = o, , MC = b t zwei konjugierte 
Halbmesser, XY die Tangente in dem Ellipsenpunkte Q 
und zieht man 

QE 1 \\b 1 , QE 2 \\< h 

so ist der doppelte Flächeninhalt der Dreiecke XQM 
und QYM gleich 

XQ.KM=MX-H 1 Q 
und 

QY-KM = MY-H 2 Q. 

/' 

y 

s 



Fig. 84. 

Man setze noch KM = d , M Q = a 2 , den zu M Q 
konjugierten Halbmesser, der parallel zur Tangente XY 
ist, gleich b 2 , und die von Oj und b x , bzw. a 2 und b 2 
eingeschlossenen spitzen Winkel gleich co, bzw. co . Setzt 
man ferner für MX und M Y die in § 49 gefundenen 
Werte ein, wobei jetzt nur die Längen in Betracht ge- 
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zogen zu werden brauchen, so liefern die obigen 
Gleichungen: 

XQ-d = j^-.ME 2 sma), 

QY-d = —4- • ME« sin co , 
ME 2 1 

folglich ist 

XQ*QY-d* = a\b\-&m*tü. 

Da nun 

d = Og • sin co 

und nach dem Satze des vorigen Paragraphen 

a x \ • sinco = a%b 2 » sincö 

ist, so erhält man schließlich 

XQ-QY=b\. 

Das Produkt aus den Abschnitten einer 
Tangente zwischen ihrem Berührungspunkte 
und zwei beliebigen konjugierten Durchmessern 
ist konstant und zwar gleich dem Quadrate des 
der Tangente parallelen Halbmessers. 

Die Hyperbel. 

53. Bei einer Perspektive, die aus einem Kreise k 
eine Hyperbel k entstehen läßt, liegt der Pol M der 
Yerschwindungslinie e v außerhalb des Kreises, da e v den 
Kreis schneidet. Der Mittelpunkt M der Hyperbel 
liegt daher außerhalb der Hyperbel. Die von M an 
den Kreis k gelegten Tangenten berühren ihn in seinen 
Schnittpunkten mit e v \ ihre Bilder geben also die 
Asymptoten der Hyperbel, die sich in ihrem 



Die Hyperbel. 81 

Mittelpunkte schneiden; in jeder Asymptote liegen 
(vgl. § 35, Schluß) zwei konjugierte Durchmesser vereinigt. 

Um für den Kreis k irgend zwei harmonische Polaren 
durch M zu erhalten, braucht man nur*) zwei beliebige 
Sekanten AB und CD durch M zu ziehen; die vier Ver- 
bindungslinien ihrer Schnittpunkte mit dem Kreise k 
schneiden sich paarweise in zwei Punkten Y und Z auf 
der Polare e v von M. Dann sind MY und ifZ, von 
denen die eine den Kreis k schneidet, die andere ihn 
nicht schneidet, harmonische Polaren. Jede Sehne durch 
Y oder Z wird von Y und y bzw. Z und % harmonisch 
geteilt. Die Tangenten in den Schnittpunkten von y und 
x mit k schneiden sich in den Polen Y und Z dieser 
Geraden. Die Tangenten in A, C und die in B, D 
schneiden sich auf y und die Tangenten in A, D und 
B, C auf z . Je zwei harmonische Polaren durch M bilden 
mit den Tangenten dieses Punktes vier harmonische 
Strahlen (§ 35). 

Bei der Perspektiven Abbildung des Kreises k in 
die Hyperbel k Q werden die Bilder aller Geraden, die 
sich auf e v schneiden, einander parallel, und folglich er- 
kennt man aus den vorstehenden Bemerkungen: 

Die in § 45 für die Ellipse aufgestellten 
Sätze I — HI gelten auch für die Hyperbel. 

Ferner ergeben sich für die Hyperbel die weiteren 
Sätze: 

IV. Je zwei konjugierte Durchmesser teilen 
die von den Asymptoten gebildeten "Winkel har- 
monisch. 

Aus diesem Satze folgt sofort auf Grund des Satzes 
am Ende von § 6: 

*) Vgl. Figur 25 , in der man sich jetzt M statt X , 
e v statt x gesetzt denke. 

Haußner, Darstellende Geometrie IL 6 
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Y. Die Hyperbel besitzt, wie die Ellipse, 
zwei Achsen, und diese sind die Halbierungs- 
linien der von den Asymptoten gebildeten Winkel. 

In Yerbinduüg mit Satz I folgt, daß die Achsen 
Symmetrielinien für die Hyperbel sind. Man braucht 
also nur einen Hyperbelquadranten genau zu zeichnen 
und kann dann die anderen durch bloßes Umklappen um 
die Achsen erhalten. 

Da, wie oben bemerkt, von zwei harmonischen Po- 
laren durch M nur die eine den Kreis schneidet, so folgt : 

YI. Yon zwei konjugierten Durchmessern 
schneidet nur der eine die Hyperbel, der andere 
nicht. 

In den Endpunkten des ersteren Durchmessers 
sind also Hyperbeltangenten vorhanden, die nach § 45, II 
parallel zu dem konjugierten Durchmesser sind. 

Die Hyperbel hat also nur zwei Scheitel, 
während die Ellipse deren vier hat (vgl. I, 16). Die 
Hyperbelachse, auf welcher diese Scheitel liegen, heißt 
Hauptachse, die andere Nebenachse. In gleicher 
Weise sollen zwei konjugierte Durchmesser als Haupt- 
und Nebendurchmesser unterschieden werden. 

In Figur 35 sind als harmonische Polaren x und x 
wieder die zu e v senkrechte Sekante und die (in der 
Figur nicht gezeichnete) Parallele zu e v gewählt und die 
Bilder P , i? der Schnittpunkte P, R der ersteren mit 
k konstruiert. Ferner sind die Asymptoten u , v kon- 
struiert, die durch M und die Schnittpunkte der Kreis- 
tangenten u und v mit der Achse e gehen müssen. 
Die beiden Asymptoten teilen die Ebene in vier Winkel, 
von denen nur zwei, sich als Scheitelwinkel gegenüber- 
liegende die Hyperbel enthalten. Die Hyperbel besteht 
daher aus zwei Ästen oder Zweigen, die im End- 
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liehen nicht zusammenhängen; beide nähern sich den 
Asymptoten zwar unbegrenzt an, erreichen sie aber nicht 
im Endlichen. 

Ferner ist in der Figur die Halbierungslinie a des 
Asymptoten winkels gezeichnet, welche die Hauptachse 
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der Hyperbel enthält. Diese Halbierungslinie ist das Per- 
spektive Bild der Verbindungslinie a von M mit dem 
Schnittpunkte von a und e. Die Bilder der Schnitt- 
punkte S , T von a und k ergeben die Scheitel S , T 
der Hyperbel. 

54. Zieht man (Fig. 36) durch irgend einen Punkt Z 
•ade, die den Kreis k in U, V, 
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die Tangenten w, v in U f ) V und die zu Z gehörige 
Polare % in H schneidet, so ist, da die Strahlen u, v, 
y, x vier harmonische Strahlen sind, (UV ZH) = — 1 

und, da % die Polare von Z 
ist, auch (UVZB) = — 1 . 
Bei der Perspektiven Ab- 
bildung von k in die Hy- 
perbel k Q fällt das Bild von Z 
ins Unendliche, und daher 
halbiert der Bildpunkt H 
von H sowohl die Hyperbel- 
sehne U V als auch die auf 
derselben Geraden von den 
$jy- Asymptoten ausgeschnittene 
Strecke U&Vq } woraus U Uq 
= F FJ folgt: 

VH. Auf jeder be- 
liebigen Geraden liegen 
ihre Asymptoten Schnitt- 
punkte gieichweit von 
den entsprechenden Hy- 
perbelschnittpunkten ab. In Figur 37 z.B.: Ulf 
= VV, ÜÜ[ = V 1 V[. 

Da ferner die Tangente von Z an k ihren Berührungs- 
punkt in W — k X * hat, so ist auch (U" V"ZW) = ,— 1 
und daher: 

YHL Der Berührungspunkt jeder beliebigen 
Hyperbeltangente halbiert die von den Asym- 




Fig. 86»). 



*) Figur 36 ist als Ergänzung von Figur 35 zu- be- 
trachten ; die entsprechenden Hyperbelpunkte sind der besseren 
Übersichtlichkeit wegen in Figur 36 nicht eingetragen; man 
findet sie in Figur 37, wo aber, wie weiterhin bei allen auf die Hy- 
perbel bezüglichen Bezeichnungen, der Index fortgelassen ist. 
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ptoten ausgeschnittene Strecke derselben. In 
Figur 37 z.B.: T X V = VT 2 . 

Es mag die zwischen den Asymptoten gelegene 
Strecke einer Tangente bezeichnet werden als Länge 
des Nebendurchmessers, der dem nach dem Be- 
rührungspunkte gehen- 
den Hauptdurchmesser 
konjugiert ist, und die 
entsprechende Strecke 
der Scheiteltangenten als 
Länge der Neben- 
achse. 

55. Aus den Sätzen 
VH und YHI ergeben 
sich leicht zwei weitere 
wichtige Sätze für die 
Hyperbel. Zieht man 
(Fig. 37) durch zwei be- 
liebige Punkte UV einer 
Hyperbel die verbin- 
dende Gerade und die 
Parallelen zu den Asym- 
ptoten, so folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke V'P 2 U 
und V'Q 2 V: 

PiV'-.QsV'^PzUiQzV^MP^.MQt. 

Mit Hilfe von Satz VII schließt man, daß: 

A VQ 2 V c* A U'PJJ, also Q 2 V = P t U= MP 2 

und P 2 V = P 2 Q 2 + Q 2 V = M Q 2 ist. Die vorstehende 
Proportion liefert daher: 




Fig. 87. 



(i) 



MP t • MP 3 = M Q, • M Q s . 
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Da U und V beliebige Punkte der Hyperbel sind, so 
gilt der Satz: 

IX. Die Parallelen zu den Asymptoten 
durch einen Hyperbelpunkt schneiden auf ihnen 
Strecken ab, deren Produkt für alle Punkte der 
Hyperbel konstant ist. 

Ferner ist, da nach Satz YIH A Q t T x V& A Q 2 VT 2 , 

<?i ^1= Q 2 V=MQ X , Q X V=Q 2 T 2 = MQ 2J 
also: 

MT X • M T 2 = 4 MQ X • M Q 2 = 4 MP t • MP 2 . 

X. Jede Hyperbeltangente schneidet auf den 
Asymptoten Strecken ab, deren Produkt kon- 
stant ist. 

Bezeichnet man die Länge der halben Hauptachse 

MA = MB mit a , die der halben Nebenachse BC mit b , 

so ergibt sich leicht, wenn man beachtet, daß ME X = ME 2 

a 2 + b 2 

ist, für die Konstante des vorletzten Satzes und 

4 

für die des letzten Satzes a 2 + b 2 . 

Dem Satze X kann auch die Fassung gegeben werden : 
Die Hyperbeltangenten bilden mit den 
Asymptoten Dreiecke von konstantem Flächen- 
inhalte. 

Bezeichnen a x , b x die halben Längen zweier kon- 
jugierter Durchmesser (z. B. M V und VT X ) und co den 
von ihnen eingeschlossenen Winkel, so ist mithin 

ab = a^bi -sinco . 

56. Eine Hyperbel ist völlig bestimmt durch 
irgend zwei (ihrer Länge und Lage nach gegebene) kon- 
jugierte Durchmesser (Fig. 38). Es seien AB=2a l 
der gegebene Hauptdurchmesser und CD = 2 \ der kon- 
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jugierte Nebendurchmesser*). Man ziehe durch A die 
zu CD parallele Gerade, die Tangente in A ist, und trage 
von A aus nach beiden Seiten die Länge \ ab; dann 
sind MT X und M T 2 die Asymptoten t x , t 2 der Hyperbel. 
Mithin sind jetzt drei Punkte der Hyperbel (A und die 
unendlich fernen Punkte) und die Tangeqten in ihnen 
bekannt. Nach § 41 ist also die Hyperbel völlig bestimmt. 

Aus der dort gegebenen 
allgemeinen Konstruktion läßt 
sich eine einfache Konstruktion 
der Hyperbel ableiten, wenn 
man für die dort mit A und B 
bezeichneten Punkte die un- 
endlich fernen Punkte der Hy- 
perbel wählt. Nimmt man dann 
als weiteren gegebenen Punkt 
(P in § 41) den Punkt A, so 
entsprechen den früheren Strah- 
len A P und BqP jetzt die 
Parallelen zu den Asymptoten 
durch den Punkt A und dem 
Punkte L der Mittelpunkt M ; 
ebenso entsprechen den Strahlen A O und B F Par- 
allelen zu den Asymptoten. Folglich ergibt sich als 
erste Konstruktion der Hyperbel die folgende. 

Durch A zieht man die Parallelen zu den Asym- 
ptoten und schneidet diese mit beliebigen Strahlen E x E 2 , 
F 1 F 2 durch M. Hierauf zieht man durch E t und E 2 , 
F x und F 2 Parallelen zu t 2 und t x , die sich in den 
Hyperbelpunkten E und F schneiden. Will man noch 
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*) Die Punkte CD sind also nicht Hyperbelpunkte, 
sondern geben nur die Länge des Nebendurchmessers an. 
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die Tangente in einem dieser Punkte, z. B. F, konstruieren, 
so hat man nur durch F die Parallele f zu der Ver- 
bindungslinie der Punkte F[, F£, in denen F X F, F 2 JF 
die Asymptoten schneiden, zu ziehen; denn F[F^ wird 
von MF halbiert und also das zwischen t t und t 2 gelegene 
Stück von f durch den Punkt F, folglich ist f Tangente 
(Satz VHI). 

57. Eine zweite, einfachere Konstruktion liefert 
der Satz VII. Man zieht (Fig. 39) durch A beliebige 
Gerade A'E', A 1 F f und trägt die zwischen A und ^ 

gelegenen Strecken A'A, A t A 
von den Schnittpunkten der be- 
treffenden Geraden mit t 2 ab: 
E'E=A'A, F / F=A 1 A. E 
und F sind dann Punkte der Hy- 
perbel. — Will man noch die 
Tangente in F konstruieren, so 
verfährt man wie oben : FF% || ^ , 
FFi\\t 2] f\\FlFi. 

58. Eine Konstruktion, die 
zuerst die Tangenten der Hyperbel 
liefert, folgt aus Satz A. Denkt 
man sich nämlich (Fig. 39) noch 
\ eine beliebige Tangente TJ X U 2 ge- 
zogen, so ist nach jenem Satze: 
M U t : M 7; = MT 2 : MU 2 , mithin 
A U t MT 2 co A T t M U 2 und folglich T t ü 2 \\ T 2 ü x . Hieraus 
folgt die dritte Konstruktion: 

Man ziehe durch T x und T 2 beliebige Parallelen 
(T x U 2 || T 2 V X , T x V 2 || T 2 VJ ; die Verbindungslinien ihrer 
Schnittpunkte mit den Asymptoten (C^E^, F X F 2 ) sind 
Tangenten der fiyperbel, die von ihnen in den Halbierungs- 
punkten F, E berührt wird. 
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Nimmt man umgekehrt CD als Haupt- und AB als 
Nebendurchmesser, so erhält man eine zweite Hyperbel, 
die dieselben Asymptoten hat wie die erste, aber in den 
Nebenwinkeln der Asymptoten liegt. Man bezeichnet 
zwei solche Hyperbeln, die dieselben Durchmesser haben 
und in den vier Asymptoten winkeln liegen, als kon- 
jugierte Hyperbeln. 

59. Aus zwei konjugierten Durchmessern 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, aus den Asym- 
ptoten und einem Punkte sind die Achsen einer 
Hyperbel zu bestimmen. 



\ 



\ 




\ 



Fig. 40. 

Ist T t T% (Fig. 40) die Tangente in dem gegebenen 
Punkte P und C t C 2 die gesuchte Scheiteltangente, so 
muß nach Satz X: 

MT r MT 2 = MC X - MC % — MC\ 
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sein. Man erhält also für MG 1 die folgende Kon- 
struktion: Man trägt MT 2 = MU auf ^ ab und kon- 
struiert die mittlere Proportionale MV zu MT X und MU, 
die gleich der gesuchten Länge ist. C t C 2 ist dann die 
Nebenachse, MA(J_C 1 C 2 ) die halbe Hauptachse. 

60. Für eine gezeichnet vorliegende Hyperbel 
sollen die Asymptoten bestimmt werden. 

Man zieht (Fig. 41) zwei Paare paralleler Sennen 
und erhält in dem Schnittpunkte der Verbindungslinien 
n x H 2 und K t K 2 ihrer Halbierungspunkte den Mittel- 
punkt M . Ein beliebiger Kreis um M schneidet aus der 
Hyperbel die Sehne PQ aus, deren Halbierungspunkt R 
mit M verbunden die Hauptachse = MA = a bestimmt. 
Es handelt sich nun noch um die Bestimmung der Länge 
der halben Nebenachse AC = b. 

Denkt man sich für einen Augenblick die Asym- 
ptoten schon bestimmt und durch einen beliebigen Punkt P 
der Hyperbel PU\\t 2 gezogen, so ist, wenn man noch 

MU= u, TIP = v setzt, nach Satz IX: uv = — . 

Bezeichnet man den Winkel CMA mit * und denkt sich 
noch von U Lote auf MR und RP gefällt, so erhält 
man: (u + v) cos* = MR und (u — v) sin* = RP. 
Aus dem Dreiecke MAG aber folgt 

MA a 

C0SÄ Ä Ü777 = r~ > 

MC fa2 + &2 

AC b 

sin* = -=z-=- = 



mc y a 2 + &2 

und mithin gilt für jeden Hyperbelpunkt P: 
MR 2 RP 2 



cos 2 * sin 2 * 



= (u + v) 2 — (u — v) 2 = 4 : uv = a 2 + b* 




Ä-K: 



/ST"-*, 




b* 



= 1» 



Man setze noch = cosg?, dann folgt aus der 

letzten Gleichung b = ÄP- cotg? und damit die weitere 
Konstruktion : 

*) Setzt man MB — x , RP = y , so hat man damit 
die Gleichung der Hyperbel, bezogen auf die Achsen ab Ko- 
ordinatenachsen. 



92 m. Projektive Eigenschaften der Kegelschnitte. 

Ober MB beschreibt man einen Halbkreis und trägt in 
ihn ME = MA als Sehne ein; dann ist <RME = <p. 
Auf ER trägt man von R aus RO = RP ab und zieht 
OF\\ EM, wodurch man in QF die gesuchte Länge b 
erhält und dann die Asymptoten zeichnen kann. 

61. Umschreibt man einer Hyperbel (Fig. 42) ein 
Tangenten vierseit VT UV, gebildet von zwei parallelen 
Tangenten, einer Asymptote V'V und einer beliebigen 
Tangente TU, und in dieses das Sehnen viereck AQBD, 
dessen Ecken in den Berührungspunkten der Tangenten 
liegen, so gelten die Betrachtungen in § 48 unverändert 
für die Hyperbel; es ist also 

AT • Bü — VÄ • TB = - b\ , 



da VA und V'B entgegengesetzt gerichtet sind : 

DasProdukt dervon den Berührungspunkten 
aus gemessenen Strecken, die auf zwei parallelen 
Tangenten einer Hyperbel von einer beweglichen 
dritten Tangenteabgeschnitten werden, ist gleich 
dem negativen Quadrate des denfesten Tangenten 
parallelen Nebenhalbmessers. 

Mittels dieses Satzes kann man die Gleichung der 
Hyperbel, bezogen auf zwei konjugierte Durchmesser, als 
Koordinatenachsen ableiten. 

Der Abschnitt MX (Fig. 42) einer Hyperbeltangente 
auf einem Hauptdnrchmesser 2 a t berechnet sich in gleicher 
Weise wie in § 49 zu 

MX=-=^. 
ME t 

Dagegen versagt das dort angewandte Verfahren bei der 

Berechnung des Abschnittes M Y auf dem Nebendurch- 
messer, da er die Hyperbel nicht schneidet; hierzu benutzt 
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man vielmehr die vier ähnlichen Dreiecke mit der Spitze 
in X und findet 



folglich 



XE t : XA = QE X : TA , 
MXiBX^MYiBÜ, 



TA-BU 



XE r MX 
BX-XÄ 



= QE r MY. 




Fig. 42. 



Nun ist XA = MA — MX, BX = MA + MX, 

XE t = ME t — MX, also mit Berücksichtigimg des 
Wertes von MX: 



XE^MX ME^MX—MX 



BX-XA 



:2 



MA a - MX 



2 



= 1. 
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Da nach dem obigen Satze noch 

AT- BÜ=—fÄ- FÜ= -b\ 
ist, so folgt schließlich 



MY = 



QE 1 



welcher Wert, vom Vorzeichen abgesehen, mit dem ent- 
sprechenden Werte für die Ellipse (§ 49) übereinstimmt. 
62. Auch für die Hyperbel gilt der Satz, daß das 
Produkt aus den Abschnitten einer Tangente 
zwischen ihrem Berührungspunkte und zwei 
konjugierten Durchmessern gleich dem Quadrate 
des der Tangente parallelen (Neben-) Halbmessers 

ist. Der in § 52 gegebene Be- 
weis gilt unverändert auch 
für die Hyperbel, wobei der 
Satz des § 51 durch den ent- 
sprechenden für die Hyperbel 
(am Ende des § 55) zu er- 
setzen ist. 

Bei der Hyperbel sind 
die Diagonalen eines be- 
liebigen Tangentenpar- 
allelogramms konju- 
gierte Durchmesser und 
die Seiten eines Sehnen- 
parallelogramms konju- 
gierten Durchmessern parallel, während sich 
seine Diagonalen im Mittelpunkte der Hyperbel 
schneiden (Fig. 43). 

Der Beweis ist derselbe wie für den entsprechenden 
Ellipsensatz (§ 50), da die ihm zugrunde liegenden Sätze 
für Ellipse und Hyperbel gelten. 
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63. Wie aus dem Kreise durch senkrechte Pro- 
jektion sich alle Ellipsen ableiten lassen, so kann man 
in gleicher Weise alle Hyperbeln aus einer besonderen 
Hyperbel, der sogenannten gleichseitigen Hyperbel, 
erhalten. Die gleichseitige Hyperbel ist dadurch aus- 
gezeichnet, daß die Asymptoten aufeinander senkrecht 
stehen und also Haupt- und Nebenachse die gleiche Länge 
haben. Zieht man (Fig. 44) 
einen beliebigen anderen 
Haupthalbmesser M E und 
die Tangente in E, so ist 
E ± ME 2 ein rechtwinkliges 
Dreieck und folglich die 
Mitteltransversale 

ME = EE t = EE 2 . 

Bei der gleichseitigen Hy- 
perbel hat daher jeder 
Hauptdurchmesser die 
gleiche Länge wie sein 
konjugierter Nebendurch- 
messer und die Winkel zwischen beiden werden von den 
Asymptoten halbiert. 

Ist die Hauptachse AB = 2 a der gleichseitigen 
Hyperbel gegeben, so beschreibt man, um sie zu kon- 
struieren, mit a einen Kreis um M , zieht die Tangente 
in A und bringt mit dieser einen beliebigen Eadius MS 
zum Schnitte Q] durch Q zieht man die Parallele zu AB 
und trägt auf ihr von Q aus die zwischen Q und dem 
Kreise gelegene Strecke SQ ab, SQ = QP. Dann ist 
P ein Punkt der gleichseitigen Hyperbel. Denn es ist 

MU= FU+ MF= {RP+ MR)qos±5° , 

ÜP = (RP - MR) cos45° , 




Fig. 44. 
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also 

M U- UP = (RP* — MR 2 ) cos 2 45° . 

Nun ist cos45° = —== und nach Konstruktion RP = M Q , 

also 

2*MU*UP= MQ 2 -AQ 2 = MA 2 = a 2 , 

woraus nach Satz IX die Richtigkeit der Konstruktion 
sich ergibt. 

Projiziert man nun die gleichseitige Hyperbel senk- 
recht auf eine durch ihre Nebenachse gehende Ebene, die 
mit der Ebene der Hyperbel den Winkel e einschließt, so 
erhält man eine Hyperbel mit der Hauptachse 2 a • cose 
und der Nebenachse 2 a . Geht dagegen die Projektions- 
ebene durch die Hauptachse und schließen beide Ebenen 
wieder den Winkel e ein, so entsteht als senkrechte Pro- 
jektion eine Hyperbel mit der Hauptachse 2 a und der 
Nebenachse 2 a • cose . Konjugierte Durchmesser der 
gleichseitigen Hyperbel sind auch konjugierte Durch- 
messer für die Projektion. 

Die Parabel. 

64. Soll aus einem Kreise durch eine Perspektive 
eine Parabel entstehen, so muß die Yerschwindungslinie e* 
den Kreis berühren, und der Berührungspunkt M ist zu- 
gleich der Pol von e v in bezug auf den Kreis k. Die 
Bilder aller Sehnen durch M sind mithin parallele Gerade. 
Ihre Richtung findet man leicht (Fig. 45), indem man 
(nach § 43) das Bild des Durchmessers MP(A_e) kon- 
struiert (MPX<> = E, FS°E ist das Bild von ME und 
ist II OM [§ 18]; dem Punkte P entspricht P = OJP 
X FfFE); das Bild einer anderen Sehne MS ist dann 
die Parallele zu FS°E durch den Punkt (e X MS) . 
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Der Pol N jeder Sehne MS durch M liegt auf e", 
da er der Schnittpunkt der Kreistangente t in S mit e* 
ist. Andererseits aber liegt der Pol M von e v auf jeder 
Sehne durch M. Mithin ist jede Sehne durch M har- 
monische Polare zu e*und daher ihre Bildgerade konjugierter 
Durchmesser der Parabel zu der unendlich fernen Geraden: 




•Z&jgHtfJ 



Fig. 45. 

I. Die sämtlichen Durchmesser der Parabel 
sind einander parallel und schneiden die Parabel 
nur in je einem (im Endlichen gelegenen) Punkte. 

Von einem Mittelpunkte (im eigentlichen Sinne) 
kann man daher bei der Parabel nicht reden, ebensowenig 

Hau&ner, Darstellende Geometrie II. 7 
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wie von Sehnen, die zu einem Durchmesser parallel sind. 
Es bedürfen somit die Sätze I und II in § 45 gewisser 
Abänderungen. 

Zieht man durch den Pol N einer Sehne MS eine 
beliebige Gterade, so wird die auf ihr von k ausgeschnittene 
Sehne AB durch — MS XAB und N harmonisch ge- 
teilt. Die Perspektiven Bilder aller Geraden durch N 
werden aber, da iVauf e v liegt, zueinander parallel und 
C Q halbiert also die Parabelsehne A B . Mithin erhält 
man den Satz: 

IL Jeder Durchmesser der Parabel halbiert 
alle Sehnen, die zu der Tangente in seinem End- 
punkte parallel sind. 

Man bezeichnet diese Tangente und die parallelen 
Sehnen als konjugiert zu dem Durchmesser. 

Beachtet man, daß (nach § 18) das Bild jeder Sehne 
durch M II OM und das Bild jeder Sehne durch N\\ ON 
ist, so erkennt man, daß der Winkel MON gleich dem 
Winkel zwischen dem entsprechenden Parabeldurchmesser 
und seiner konjugierten Sehnenrichtung ist*). Um nun 
die Achse der Parabel, welche also die zu ihr senk- 
rechten Sehnen halbiert, zu konstruieren, zieht man durch 
eine Senkrechte zu OM und von ihrem Schnittpunkte N 
mit e v die Tangente t &n k. Dem Berührungspunkte S 
von t und k entspricht der Scheitel S der Parabel, den 
man als Schnittpunkt von OS mit der Parallelen t Q zu 
ON durch R = e X t erhält; t ist die Scheiteltangente. 
Da für die Parabel die Achse Symmetrielinie ist, so 
braucht man nur eine Hälfte der Parabel genau zu 
zeichnen und kann die andere durch Umklappen um die 
Achse erhalten. 

*) In der Figur ist speziell ONLOM angenommen. 
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65. Um weitere Sätze für die Parabel abzuleiten, 
denke man sich die Figur 25 einer Perspektive unter- 
worfen, deren Verechwindungslinie e v mit der Tangente a 
in dem Punkte A zusammenfällt. Figur 46 veranschau- 
licht das Ergebnis dieser Perspektiven Verwandlung; die 
Bezeichnung ist dieselbe wie in Figur 25, da von der An- 
fügung des Index hier abgesehen werden konnte. 




me* 



Fig. 46. 

Alle Geraden, deren Schnittpunkte in Figur 25 auf 
der Tangente a liegen, sind hier einander parallel 
(FO II IZ, BE II YZ II XE, DH II X 7); im besonderen 
sind BA , CA , DA und KA in Figur 46 Durchmesser 
der Parabel. Da sich in Figur 25 die Geraden XH und 
ZE in F= BD X AG schneiden, so schneidet sich hier 
die Parallele zu DH durch X mit der Parallelen zu BE 
durch Z in dem Schnittpunkte Y von BD mit dem 
Durchmesser durch G. Nach § 24 sind die vier Strahlen, 

7* 
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die in den Diagonalpunkten X, Y, Z des vollständigen 
Vierecks AB CD zusammentreffen, harmonische Strahlen. 
Bezeichnet man noch in Figur 25 den Schnittpunkt von 
BD und a mit W, so wird durch die vier harmonischen 
Strahlen aus Y die Strecke HE in A und W harmonisch 
geteilt. Projiziert man diese vier Punkte von K aus auf 
BD in die Punkte jD, B, L (in Fig. 25 nicht gezeichnet) 
und W ', so ist ebenfalls (DBLW) = — 1 . In der zur 
Figur 25 Perspektiven Figur 46 liegt W im Unendlichen, 
folglich halbiert KA die Parabelsehne BD. Daher: 

III. Die Tangenten in den Endpunkten einer 
Sehne der Parabel schneiden sich auf dem zu der 
Sehne konjugierten Durchmesser. Bei der liier 
auf die Figur 25 angewandten Perspektive sind die Bilder 
von x und KB parallel, da das Bild von E = x X KB 
unendlich fern liegt; das Bild von XB aber ist ein Durch- 
messer. Folglich enthält man den weiteren Satz: Die 
Polare eines Punktes ist parallel der Tangente, 
die zu dem durch den gegebenen Punkt gehen- 
den Durchmesser konjugiert ist. (In Figur 46 
ist also z. B. die Polare ZY von X parallel zu der 
Tangente KB.) 

Umgekehrt erhält man einen Durchmesser der 
Parabel, wenn man den Schnittpunkt zweier Tangenten mit 
dem Halbierungspunkte ihrer Berührungssehne verbindet. 

Die vier harmonischen Strahlen in X (Fig. 25) 
schneiden die Tangente c in den vier harmonischen 
Punkten C, B li F, J. Da das Bild von / im Unend- 
lichen liegt, so halbiert F die Strecke B 1 C. Mithin ist 
AFCU^AFB X B, und folglich BF=FU, BB ± 

IV. Die Strecke einer beliebigen Parabel- 
tangente zwischen dem Berührungspunkte und 
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dem Schnittpunkte mit irgend einem Durch- 
messer wird von der Tangente in dem Endpunkte 
des letzteren halbiert. 

Der Endpunkt jedes Durchmessers halbiert 
dieStrecke, welche von einerkonjugierten Sehne 
und den Tangenten in ihren Endpunkten auf ihm 
abgeschnitten wird. 

Aus der Figur 46 ist unmittelbar der folgende Satz 
abzulesen: 

Y. Zieht man durch die Schnittpunkte (F, G) 
einer Parabeltangente (c) mit zwei anderen (6, et) 
Parallelenzudiesen, so liegt ihr Schnittpunkt(Y) 
auf der Berührungssehne (BD) der beiden letzten 
Tangenten, undz warin dem Schnittpunkte dieser 
Sehne mit dem zu der ersten Tangente (c) kon- 
jugierten Durchmesser. 

Hieraus folgt sofort 

BF:FY=YGiGD 

oder, da YF = GK, YG = FK ist, 

* , ,. , BFiFK^KG-.GD, 

folglich: 

VI. Die Strecken zweier Parabeltangenten 
zwischen den Berührungspunkten und ihrem 
Schnittpunkte werden von jeder dritten Tangente 
in gleichem Verhältnisse geteilt. 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke B 1 X C und D±D C, 
B t BG und D t ZC folgt ferner 

B 1 G:GD 1 = B 1 X:DD 1 

und B l G:CD 1 =BB 1 :D 1 Z, 

also B 1 C 2 : GD\ = BB 1 • B X X : DD 1 . D t Z 

^BiB.D^^CB'.GD' , 

da B X X — D t Z ist 
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Bezeichnet man die Strecken, die auf einem festen, 
aber willkürlich gewählten Durchmesser und seiner kon- 
jugierten Tangente von Parallelen durch einen Parabel- 
punkt abgeschnitten werden, als Abszisse und Oidinate 
dieses Punktes, so liefert die vorstehende Proportion 
den Satz: 

VII. Für jeden Punkt der Parabel ist das 
Verhältnis des Quadrates der Ordinate zu der 
Abszisse konstant*). 

Der Wert dieser Konstanten hängt ab von der Wahl 
des Durchmessers. Sie werde für den Fall, daß man 




Flg. 47. 



Abszisse und Ordinate auf die Achse und die Scheitel- 
tangente bezieht, mit 2p bezeichnet. Dann ist also 
(Fig. 47) für einen beliebigen Punkt B der Parabel 
VB*:SB'=-2p, 



*) Bezeichnet man die Abszisse mit sc, die Ordinate 
mit y und die Konstante mit 2 * , so gibt der Satz die Glei- 
chung der Parabel: y* = 2 * • x . 
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Zieht man in B die Tangente bis zum Schnitte mit 
der Achse und die Normale BN, so folgt aus den ähn- 
lichen Dreiecken TJB'B und BB'N\ 

UB':B'B=B'B:B'N, 

und, da (nach Satz IV) US = SB' ist, 

B'B*:2SB'=B'N, 
also B'N = p . 

Man bezeichnet B'N, die Projektion der Normale 
auf die Achse, als Subnormale und p als Parameter 
der Parabel: 

VIII. Alle Subnormalen einer Parabel haben 
dieselbe Länge wie ihr Parameter. 

66. Eine Parabel ist völlig bestimmt durch 
zwei Tangenten und ihre Berührungspunkta 

Diese Behauptung widerspricht scheinbar dem all- 
gemeinen Satze des § 41> nach dem drei Punkte und die 
Tangenten in zweien derselben nötig sind, um einen 
Kegelschnitt zu bestimmen. Der dritte Punkt ist aber hier 
durch die Forderung gegeben, daß der Kegelschnitt eine 
Parabel sein soll. Denn zieht man (vgl. Fig. 46 oder 48 a ) 
die Gerade durch den Mittelpunkt der Berührungssehne L 
und den Schnittpunkt K der gegebenen Tangenten, so ist 
sie (nach Satz III) ein Durchmesser der Parabel, womit 
ihr unendlich ferner Punkt bestimmt ist. 

Die Figur 46 liefert unmittelbar zwei Konstruktionen 
der Parabel aus den gegebenen Stücken und damit die 
Richtigkeit der Behauptung. 

Erste Konstruktion (Fig. 48 a ). Sind die Punkte 
B 7 D einer Parabel und die Tangenten BK, DK gegeben, 
so bestimme man zuerst, wie oben angegeben, den Durch- 
messer KL , zu. dem die Sehne BD konjugiert ist. Der 
Mittelpunkt von LK ist der Schnitt dieses Durchmessers 
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mit der Parabel. Wählt man dann auf BK einen Punkt F 
willkürlich, zieht FY II KD und durch den Schnittpunkt T 
dieser Parallelen mit BD die Gerade YO II BK, so ver- 
hält sich BF:FK=BY:YD = KG-.GD, also ist 
(nach Satz VI und V) FO eine Tangente der Parabel, 
deren Berührungspunkt C gefunden wird als Schnittpunkt 
von FO mit dem Durchmesser durch Y. 




Fig. 48 a . 

Um noch die Achse der Parabel zu finden, zieht 
man eine beliebige Senkrechte P'Q' zu der Durchmesser- 
richtung. Den Schnittpunkt B' der durch P' und Q' zu 
den gegebenen Tangenten gezogenen Parallelen verbindet 
man mit K und erhält in B = B'K X BD einen Punkt 
der Achse. Die Parallelen durch B zu den gegebenen 
Tangenten bestimmen auf ihnen die Punkte P und Q der 
Scheiteltangente. 
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Die Konstruktion gestaltet sich besonders bequem, 
wenn man BK, KD, BD in dieselbe Anzahl gleicher 
Teile teilt; die Verbindungslinien der entsprechenden 
Teilpunkte auf den ge- 
gebenen Tangenten lie- 
fern Tangenten der Pa- 
rabel, deren Berührungs- 
punkte auf ihnen von 
den Durchmessern durch 
die entsprechenden Teil- 
punkte der Strecke BD 
ausgeschnitten werden. — 
Auf jeder Geraden kann 
man auch die betreffende 
TeÜBtrecke über die End- 
punkte hinaus abtragen, 
um weitere Tangenten der 
Parabel zu erhalten, wie es 
Figur 48» zeigt (5 5 , //)■ 
Sind B und D gleich- 
weit von K entfernt, so Hg. «*. 
ist KL die Achse der Parabel und die Figur wird sym- 
metrisch für diese (Fig. 48 b ). 

67. (Fig. 49.) Ist eine Parabeltangente c 
nebst ihrem Berührungspunkte C, ein zweiter 
Parabelpunkt D und die Durchmesserrichtung 
DD l gegeben, so empfiehlt sich die folgende zweite 
Konstruktion, die unmittelbar aus der Figur 46 und 
den an diese geknüpften Untersuchungen sich ergibt. 

Man zieht durch C einen beliebigen Strahl GZ und 
durch seinen Schnittpunkt Z mit DD X eine Parallele zur 
Tangente o, welche die Sehne DC in X schneidet. Der 
Durchmesser durch X schneidet den Strahl CZ in dem 
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Punkte B der Parabel. Bezeichnet B 1 wieder den Schnitt- 
punkt von BX mit der Tangente c , so ist B l G : GZ> ± 
= B X X : DD X und, da B l X = D t Z ist, auch B X G : GD X 
= D t Z : DD X . Will man also mehrere Parabelpunkte 
konstruieren, so empfiehlt es sich, DD X und D x G in die- 
selbe Anzahl gleicher Teile zu teilen ; die Durchmesser durch 
die Teilpunkte auf c sind dann zum Schnitte zu bringen 
mit den Strahlen durch G nach den Teilpunkten auf DD X . 




•tf-f—r'—yß — t—t—jf 



Fig. 49. 

Um die Achse und den Scheitel zu erhalten, hat 

man nach dem obigen Verfahren nur den Parabelpunkt C 
zu bestimmen, der zu G symmetrisch in bezug auf die 

Achse Hegt (GZ±DD X , ZX\\c, X= ZXXDC, 

XÖ II DD X ,6 = XÖX CZ). Die Parallele zuDZ^ durch 

die Mitte R von CO ist die Achse; halbiert man noch 
die von R und der Tangente c begrenzte Strecke R T der 
Achse, so erhält man den Scheitel S der Parabel. 

Die Tangente b in B muß B mit dem Halbierungs- 
punkte von GB X verbinden (nach Satz IV) ; es kann also 
auf Grund dieser Bemerkung die Tangente für jeden 
Parabelpunkt leicht konstruiert werden. 
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68. Eine Parabel ist der Gestalt nach be- 
stimmt durch Angabe des Parameters p. 

Man nehme einen beliebigen Strahl a als Achse und 
seinen Endpunkt S als Scheitel der Parabel an (vgl. Fig. 47). 
Um die senkrecht zu irgend einem Punkte B' der Achse 
gelegenen Parabelpunkte zu konstruieren, trage man die 
Strecke SB' auf der Verlängerung des Strahles a über S 




Fig. 47. 

hinaus bis U und von B / aus die gegebene Länge p bis 
N ab. Der Kreis über UN als Durchmesser schneidet 
die Senkrechte zu a durch B' in den beiden Punkten B 

und B der Parabel. ÜB, ÜB sind die Tangenten und 

yv 

BN, BN die Normalen der Parabel in diesen beiden 
Punkten. 

Liegt eine Parabel genau gezeichnet vor, so ermittelt 
man ihre Durchmesserrichtung als Verbindungslinie der 
Mitten zweier beliebiger paralleler Sehnen; der Hal- 
bierungspunkt einer zur Durchmesserrichtung senkrechten 
Sehne bestimmt dann einen Punkt der Achse. 



IV. Abschnitt. 

Metrische Eigenschaften der Kegelschnitte: 
Brennpunktseigenschaften. 



Schnitte des geraden Kreiskegels. 

69. Wie schon in § 38 erwähnt wurde, kann man 
die Kegelschnitte auch als ebene Schnitte eines schiefen 
oder geraden Kreiskegels betrachten. Ein Kreiskegel 
wird von einer unbegrenzten Geraden erzeugt, die sich 
um einen ihrer Punkte, die Spitze des Kegels, dreht 
und dabei längs eines Kreises k x als Leitlinie gleitet 
Die einzelnen Lagen der Geraden ergeben die Mantel- 
linien des Kegels. Parallele Ebenen zur Ebene des 
Kreises k t schneiden den Kegel ebenfalls in Kreisen 

(§ 14 1). 

Legt man nun zu einer gegebenen Ebene TT eine 

parallele Ebene TT' durch die Spitze , so schneidet sie 

den Kegel entweder gar nicht, oder berührt ihn längs 

einer Mantellinie, oder schneidet ihn in zwei Mantellinien. 

Die Ebene TT selbst ist mithin keiner, einer oder 

zwei Mantellinien desKegels parallel, und folglich 

hat ihre Schnittkurve mit dem Kegel keinen, einen oder 

zwei unendlich ferne Punkte, ist also eine Ellipse, 

Parabel oder Hyperbel. In dem Falle, daß TT einer 

Mantellinie parallel ist, gibt diese die Richtung der 

Parabeldurchmesser; ist TT zwei Mantellinien parallel, so 

sind diese den Asymptoten der Hyperbel parallel. 
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Faßt man den Kegel als Perspektive auf, die Mantel- 
linien also als Projektionsstrahlen, so ist die Schnittlinie 
von TT' mit der Ebene des Kreises ä^ die Verschwindungs- 
linie e v , die in dem ersten der obigen Fälle A^ nicht 
schneidet, in dem zweiten k^ berührt und in dem letzten 
Äj schneidet, in Übereinstimmung mit der Definition der 
drei Kurven in § 42. 

Jetzt sollen im besonderen die ebenen Schnitte eines 
geraden Kreiskegels betrachtet und verschiedene wichtige 
Eigenschaften derselben abgeleitet werden. Später (§ 82) 
wird gezeigt, daß man auch jeden Kegelschnitt aus 
einem geraden Kreiskegel ausschneiden kann, und daß 
also alle für die ebenen Schnitte eines geraden Kreis- 
kegels gefundenen Eigenschaften allgemein für alle 
Kegelschnitte gelten. 

Bei einem geraden Kreiskegel steht die durch die 
Spitze und den Mittelpunkt des Leitkreises k^ gehende 
Gerade senkrecht auf der Ebene von k t und heißt Achse 
des Kegels. Jede Mantellinie schließt mit der Kegel- 
achse denselben spitzen Winkel ein, der gleich dem 
halben Öffnungswinkel des Kegels ist, wo als Öffnungs- 
winkel 2 <p der Winkel bezeichnet ist, den zwei in 
einer durch die Achse gehenden Ebene gelegene Mantel- 
linien einschließen. 

Ist o der Neigungswinkel der Kegelachse gegen die 
schneidende Ebene TT, wobei es genügt, o als nicht 
stumpfen Winkel vorauszusetzen, so erhalt man als Schnitt- 
kurve eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem 
o größer, gleich oder klein er als <p ist, wie man leicht 
erkennt, wenn man die zu TT parallele Ebene TT durch 
legt Für a= 90° gehen die Schnittellipsen in Kreise über. 

70. Beschreibt man einem Winkel cp einen Halb- 
kreis (Fig. 50) so ein, daß sein Durchmesser in dem einen 
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Schenkel a liegt und er den andern 
Schenkel b berührt, so entsteht durch 
Drehung der Figur um den ersten 
Schenkel a ein gerader Kreis- 
kegel mit einer eingeschriebenen 
Kugel. Einem geraden Kreiskegel 
können also unendlich viele Kugeln 
eingeschrieben werden, deren Mittel- 
punkte auf der Kegelachse liegen 
und deren jede den Kegel längs 
eines Kreises (mit zur Kegelachse 
senkrechter Ebene) berührt. 

Ist nun noch eine den Kegel 
schneidende Ebene TT gegeben, so 
gibt es unter diesen Kugeln augen- 
scheinlich zwei, die die Ebene be- 
rühren, wenn a ^ <p ist, und nur 
eine, wenn a = <p ist. Diese beiden 
Kugeln sollen benutzt werden, um 
die wichtigsten Brennpunktseigenschaften der Kegel- 
schnitte abzuleiten [Verfahren von Dandelin*)]. 

Brennpunkte und Leitlinien. 

71. Die folgenden drei Figuren 51, 53 und 54 
entsprechen den drei Fällen o > qp , o < q? , a = cp und 
zeigen in schiefer Parallelprojektion**) einen Kegel, der 




Fig. 50. 



*) Dandelin, Germinal Pierre, geb. 12. April 1794 
in Bourget bei Paris, gest. 15. (oder 17.) Februar 1847 in Brassel. 
D. war zuerst Professor der Bergbaukunst an der Universität 
Lüttich, dann Professor der Physik in Namur, zuletzt belgischer 
Ingenieuroberst und Mitglied der Akad. d. Wiss. zu Brüssel. 

**) Die Projektionsstrahlen fallen ziemlich steil auf die 
Projektionsebene auf und das Verkürzungsverhältnis (I r 30) ist 
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von einer Ebene TT geschnitten wird, und die ein- 
gescliriebenen Kugeln, die die Ebene TT berühren. Als 
Zeichenebene W ist die Ebene durch die Kegelachse, 
die _L TT ist, gewählt. 

Eine besondere Begrenzung der Ebene TT ist nicht 
gezeichnet, sondern nur ihre Schnittkurve k mit dem Kegel 
angegeben. Die Kugeln mit den Mittelpunkten M x und M 2 
berühren den Kegel längs der Kreise k^ , J% und die 
Ebene in den Punkten F t , F 2 . Die parallelen Ebenen 
dieser Kreise sind ebenfalls nicht besonders begrenzt; 
es sind nur ihre Schnittgeraclen l x und ^ mit der Ebene TT 
angegeben. Da alle drei Ebenen auf der Zeichenebene 
senkrecht stehen, so sind auch die Geraden ^ und ^ 
senkrecht zu ihr. 

Die Zeichenebene W schneidet die Kreise in den 
Durchmessern A x B t , A 2 B 2 und den Kegelschnitt in der 
Achse AB] das letztere folgt daraus, daß Steine Symmetrie- 
ebene für die ganze Baumfigur ist. Die Punkte A und B * 
sind also Scheitel des Kegelschnittes. Auf der Achse AB 
liegen die Berührungspunkte F t , F 2 der Kugeln. 

In allen drei Figuren ist ferner eine beliebige 
Mantellinie gezogen, die &, J^ bzw. fcg.in den Punkten 
P, Pt, bzw. P 2 schneidet, und P mit den Punkten F 1 
und F 2 verbunden. 

72. In dem Falle o > cp (Fig. 51) liegen die beiden 
Kugeln in derselben Hälfte des Kegels, die deshalb auch 
nur gezeichnet ist (vgl. I, 27). 



sehr klein gewählt. Infolgedessen können als scheinbare Um- 
risse des Kegels und der Kugeln mit hinreichender Genauig- 
keit ihre Schnittlinien mit der Projektionsebene angesehen 
werden. Im Interesse der Deutlichkeit mußte die Notwendig- 
keit vermieden werden, noch besondere scheinbare Umrisse 
zeichnen zu müssen. 
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Nun ist PF X = PP X und PF 2 = PP 2 , da alle 
von einem Punkte an eine Kugel gezogenen Tangenten 
gleiche Länge haben, wie auch aus der Erzeugung des Kegels 
und einer eingeschriebenen Kugel in § 70 folgt. Mithin ist 

PF X + PF 2 = P,P+ PP 2 = P,P 2 . 
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Fig. 51. 

Die Länge P X P 2 ist aber von der Lage des 
Punktes Pauf k unabhängig, da alle Mantellinien zwischen 
k t und Äg gleiche Länge haben. Bezeichnet man diese 
Länge mit 2 a , so ist also für alle Punkte P der Ellipse : 

(1) PF X + PF 2 = 2a. 
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Läßt man P mit A oder B zusammenfallen, so ist 
auch AF X + AF 2 = BF t + BF 2 = 2 a , woraus folgt, 

daß ^ = BF 2 und ^ + -4-F, =^i^ 2 + ^*j = ^# 
= 2a ist. 

Errichtet man in dem Mittelpunkte M von AB 
(Fig. 52) eine Senkrechte zu AB, die die Ellipse in den 
Punkten C und D schneidet, so ist CF 1 = GF 2 = a , 
und, wenn man noch F x F 2 = 2 e (e < a) , CD =26 setzt, 

(2) & 2 = a 2 - e 2 . 

Die beiden Punkte F x , F 2 liegen somit auf der 
großen Achse der Ellipse und heißen die Brennpunkte. 
Aus dem Vorstehenden 
ergibt sich zugleich ihre 
Konstruktion, wenn die 
Achsen der Ellipse ge- b\ 
geben sind» 

Die bisherigen Er- 
gebnisse lassen sich in den 
Satz zusammenfassen: 

Für alle Punkte einer Ellipse ist die Summe 
ihrer Abstände von zwei festen Punkten der 
großen Achse — den Brennpunkten — gleich 
der Länge der großen Achse. Die Brennpunkte 
liegen auf der großen Achse innerhalb der Ellipse 
und in gleicher Entfernung von den Scheiteln. 

Den Abstand e eines Brennpunktes vom Mittelpunkte 
nennt man die lineare Exzentrizität der Ellipse, im 
Gegensatze zu der numerischen Exzentrizität, 
unter der man das Verhältnis der linearen Exzentrizität 




zu der halben großen Achse — versteht; für die Ellipse 

e a 

ist — < 1 . 
a 



Haußner, Darstellende Geometrie IL 
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Die letztere Größe kann auch durch die Winkel q> und a 
ausgedrückt werden. Beachtet man, daß die Kugelradien 
M 1 P li M 2 P 2 ±P X P 2 und M 1 F 1 , M 2 F 2 ±F t F 2 sind, so 
ergibt sich PxP 2 = M t M 2 • COS99 und F X F 2 = M X M 2 • cos er, 
also 

(3) A = ^. 

a cosq? 

73. Ist a< 9?, so sind die beiden Kugeln den 
beiden Kegelhälften (einem Kegel und seinem Scheitel- 
kegel) eingeschrieben (Fig. 53). Aus jeder Kegelhäifte 
schneidet die Ebene TT einen Zweig der Hyperbel aus. 

Aus dem gleichen Grunde wie im vorigen Falle ist 

PF 1 ^=PP 1 , PF 2 = PP 21 

aber jetzt ist 

PF 2 - PF X = PP 2 - PP X =.- P X P 2 . 

Wird die konstante Länge P t P 2 aller Mantellinien 
zwischen Ä^ und A^ wieder mit 2 a bezeichnet, so gilt 
für alle Punkte P des einen Hyperbelzweiges: 

(1) PF 2 -PF 1 = 2a : 

bzw. für einen Punkt des andern Zweiges: 
(10 PF X - PF 2 = 2a. 

Läßt man P in die Scheitel A und B fallen, so ist 

AF 2 — AF 1 = BF t — BF 2 = 2a, 

woraus leicht 

AF t = BF 2 
und 

AF 2 — AF X = AF 2 — BF 2 = AB = 2 a 
folgt. 



Brennpunkte und Leitlinien. 



115 



Für alle Punkte einer Hyperbel ist demnach 
die Differenz ihrer Abstände von zwei festen 




Fig. 63. 

Punkten der Hauptachse — den Brennpunkten — 
gleich der Länge der Hauptachse. Die Brenn- 

8* 
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punkte liegen innerhalb der Hyperbel auf ihrer 
Hauptachse und in gleicher Entfernung von den 
Scheiteln. 

Setzt man F t F 2 = 2 e , so heißt e wieder die lineare 
Exzentrizität der Hyperbel und ist größer als a; folg- 
lich ist für die Hyperbel die numerische Exzen- 

trizität — > 1 . Später (§ 84) wird noch gezeigt 
a 

werden, daß für die halbe Nebenachse b der Hyperbel 

die Beziehung gilt: 

(2) & 2 = e 2 -a*. 

In gleicher Weise wie für die Ellipse findet man 
auch für die Hyperbel die Beziehung 

(3) -'- = ™ . 

a cosqp 

In Figur 53 sind noch die beiden Mantellinien m^ 
und m 2 gezeichnet, die zu der schneidenden Ebene TT und 
also auch zu den Asymptoten der Hyperbel k parallel sind. 

74. Zieht man durch einen Punkt P eines Kegel- 
schnittes eine Senkrechte zu den Ebenen der beiden 
Kreise, deren Fußpunkte O x , G 2 auf den Kreisradien 
N l P 1 und N 2 P 2 liegen müssen (Fig. 51, 53 und 54), 
so ist, da diese Senkrechte parallel der Zeichenebene W 
ist, die durch sie parallel zu W gelegte Ebene senkrecht 
zu ^ und l 2 ; infolgedessen sind (j x H t und PH X __L l± , 
G 2 H 2 und PHt' ± W Folglich ist <P l PG 1 

*) Die sämtlichen Linien sind nur in der Figur 51 ge- 
zeichnet; Figur 53 enthält von diesen Linien nur alle mit dem 
Index 1 versehenen. Im Falle der Figur 54 gibt es, wie er- 
wähnt, nur eine die Ebene TT berührende eingeschriebene 
Kugel; es kommen also alle Elemente mit dem Index 2 über- 
haupt nicht vor. 
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= <P 2 PGt = <p und <H l PG l = <H 2 PG i = o. Aus 
den rechtwinkligen Dreiecken P X G X P , H x G X P ergibt sich 



und 
also 
(4) 



PG t =- PP t • cosy = PFi • COS9J 
PO x = Plf 1 .coso, 



COS99 a 




Fig. 54. 
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und ebenso erhält man für die beiden ersten Fälle 

(40 PF i = PH a ^^^- = PS t ^. 

* cosq? ^ a 

Für die Scheitelpunkte im besonderen ist 

AF t = L t A • — , BF* = ÄL.. — , 
folglich 



^ JIL, Z/.JI AL* 
(ABF^) = -=4- : ^=± = ^= : -=l- = -1 . 

F X B L^B L X B ±jyB 

Mithin wird die Brennpunktsachse (d. i. die Achse, 
auf der die Brennpunkte liegen) einer Ellipse oder Hy- 
perbel durch den Brennpunkt F x und die zu ihr senk- 
rechte Gerade l x harmonisch geteilt; das gleiche gilt für 
F % und ^ . Bei der Parabel wird die Strecke der Achse 
zwischen dem Brennpunkte und der Leitlinie halbiert. 
Da die Polare eines Brennpunktes (nach Satz HE in 
§§ 45, 53 und 65) senkrecht auf der durch ihn gehenden 
Achse stehen muß, so folgt, daß ^ die Polare von F x 
und 1% die Polare von F 2 ist; diese Polaren heißen die 
Leitlinien des Kegelschnittes. 

• Für jeden Kegelschnitt hat das Abstands- 
verhältnis irgend eines Punktes von dem Brenn- 
punkte und von der Polare desselben — seiner 
zugehörigen Leitlinie — den konstanten Wert 
gleich der numerischen Exzentrizität des Kegel- 
schnittes. Je nachdem eine Ellipse, Parabel oder Hy- 
perbel vorliegt, ist also das Abstands Verhältnis <, =, >1. 
75. Die Tangenten tf, t x und t 2 in den Punkten P, 
P x und P 2 sind zueinander perspektiv, folglich schneiden 
sich t und t x in einem Punkte 7^ auf ^ , t und ^ in 
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einem Punkte T 2 au * h*)- ^ e drei Tangenten liegen 
in derselben Ebene, die den Kegel längs der MantellinieOP 
berührt (Tangentialebene). 
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Fig. 51. 

Ist die Schnittkurve eine Ellipse oder Hyperbel 
(Fig. 51 u. 53), so ist 

APP^ S£ APF X T X 
und 
APP 2 T^APF 2 T 21 

*) Diese Linien sind nur in Figur 51 gezeichnet. Bei 
der Ellipse halbiert die Normale, bei der Hyperbel die Tan- 
gente den von den Brennstrahlen selbst eingeschlossenen Winkel. 
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weil die entsprechenden Seiten der Dreiecke einander 
gleich sind als Tangenten an Kugeln. Die linksstehenden 
Dreiecke sind rechtwinklig bei P t und P 2 , da ^ und t% 
±OP sind; folglich ist auch < PF X T x = <£ PF 2 T 2 
=- 90° . Da noch < P X P T x = <£ P 2 P T 2 ist, so folgt 

<£T 1 PF l = ^T 2 PF 2 , 

d. h., wenn man noch PF X und PF 2 als Brennstrahlen 
von P bezeichnet: 

Die Tangente und Normale eines jeden 
Punktes einer Ellipse oder Hyperbel halbieren 
die von den Brennstrahlen nach diesem Punkte 
und ihren Verlängerungen gebildeten Winkel. 

Im Falle der Parabel als Schnittkurve (Fig. 54) ist 
wieder 

APPjT;^ APF x T x ; 
und ferner 

APF X T X ^ APH X T X , 

da in den Dreiecken PT 1 = PT 1 , PF 1 = PH 1 und 
< PF X T x = < PH X T x = 90° ist. Folglich ist 

<P 1 P7i=<F 1 P7 7 1 , 

d. h. die Tangente einer Parabel ist gegen den 
Brennstrahl nach ihrem Berührungspunkte und 
gegen die Achse gleich geneigt. 

(Bemerkung. Auf diesen Sätzen beruht die Ver- 
wendung von Ellipse und Parabel in der Optik. Nach 
dem Keflexionsgesetze wird ein auf einer spiegelnden 
Linie oder Fläche auffallender Lichtstrahl so reflektiert, 
daß auffallender und zurückgeworfener Lichtstrahl mit 
der Normale der spiegelnden Linie gleiche Winkel bilden.- 
Jeder von dem einen Brennpunkte einer spiegelnden Ellipse 
ausgehende Strahl wird also von ihr in den anderen 
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Brennpunkt reflektiert; jeder in der Richtung eines 
Parabeldurchmessers auffallende Lichtstrahl wird von der 
Parabel als Spiegel in den Brennpunkt reflektiert, und 
alle vom Brennpunkte einer Parabel ausgehenden Licht- 
strahlen werden parallel zur Achse reflektiert.) 

76. Die Tangente und Normale eines Ellipsen- oder 
Hyperbelpunktes bilden also mit den Brenn strahlen des- 
selben vier harmonische Strahlen (§ 6) ; jede Gerade, also 
auch die Brennpunktsachse, wird mithin von ihnen in vier 
harmonischen Punkten (§ 7) geschnitten: 

Die von den Brennpunkten einerEllipse oder 
Hyperbel begrenzte Strecke der Achse wird von 
der Tangente und Normale eines jeden Kurven- 
punktes harmonisch geteilt. 

Bei der Parabel bilden die Tangente und Normale 
irgend eines Punktes mit dem Brennstrahle und dem 
Durchmesser desselben ebenfalls vier harmonische 
Strahlen. Da nun der Durchmesser der Achse parallel 
ist, so liegt einer der harmonischen Punkte, in denen die 
vier Strahlen die Achse schneiden, im Unendlichen, und 
folglich: 

Der Brennpunkt einer Parabel halbiert die 
Strecke, die von der Tangente und Normale eines 
beliebigen Parabelpunktes auf der Achse be- 
grenzt wird. 

77. Die Sätze in § 72 und 73 kann man auch be- 
nutzen, um eine Ellipse oder Hyperbel aus ihren 
Brennpunkten F x , F 2 und der großen bzw. Hauptachse 2 a 
zu konstruieren, indem man (Fig. 55) Kreise um die 
Brennpunkte beschreibt und die Schnittpunkte je zweier 
Kreise um F t und F % , für die die Summe bzw. Differenz 
der Radien gleich 2 a ist, miteinander verbindet. Diese 
Konstruktion empfiehlt sich jedoch nur, wenn es sich 
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darum handelt, mehrere Ellipsen und Hyperbeln mit den- 
selben Brennpunkten zu konstruieren, wie es Figur 55 
zeigt, wo zwei Ellipsen mit den großen Achsen A 1 B 1 , 
A 2 B 2 durch Kreise O und zwei Hyperbeln mit den Haupt- 
achsen 1 H 1 ^ Q%Hz durch Kreuzchen x hervorgehoben 
sind. Kegelschnitte mit denselben Brennpunkten be- 
zeichnet man als konfokale (focus = Brennpunkt). 




Fig. 66. 



Eine Ellipse schneidet jede konfokale Hyperbel 
rechtwinklig und umgekehrt, d. h. die Tangenten in den 
Schnittpunkten beider Kurven stehen aufeinander senk- 
recht. Denn die Hyperbeltangente in P halbiert nach 
dem ersten Satze in § 73 den von den Brennstrahlen 
eingeschlossenen Winkel und die Ellipsentangente seine 
Nebenwinkel. Zwei konfokale Ellipsen oder Hyperbeln 
schneiden sich dagegen nicht. 
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78. Für die Parabel liefert der Satz in § 74 eine 
Konstruktion aus der Leitlinie und dem Brennpunkte F, 
die sich besonders auch für die Konstruktion mehrerer 
konfokaler Parabeln empfiehlt. Die von F auf die Rich- 
tung der Leitlinie ^ gefällte Senkrechte FA X (Fig. 56) 




Fig. 66. 

ist die Achse. Punkte der Parabel erhalt man dann als 
Schnittpunkte des in einem beliebigen Punkte G t der 
Achse errichteten Lotes mit dem Kreise um F, dessen 
Radius gleich dem senkrechten Abstände O l L l des 
Punktes 1 von der Leitlinie ^ ist. Je nachdem die 
Leitlinie rechts oder links von F gelegen ist, erhält man 
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zwei Scharen von konfokalen Parabeln, von denen in der 
Figur zwei Parabeln der einen Schar (mit den Scheiteln 
A t , A 2 ) und eine der anderen Schar (mit dem Scheitel G t ) 
durch o bzw. X bezeichnet sind. Jede Parabel der einen 
Schar schneidet jede der anderen Schar rechtwinklig, 
denn in ihrem Schnittpunkte P fallen die Durchmesser 
in dieselbe. G-erade und ihre Tangenten halbieren die 
beiden von dem Durchmesser in P mit dem Brennstrahle 
gebildeten Winkel (§ 75, 2. Satz). Je zwei Parabeln der- 
selben Schar können sich nicht schneiden. 

79. Wie schon bemerkt, folgt aus der Kongruenz 
der Dreiecke PP x T t und PF X T x , bzw. PP 2 T 2 und PF 2 T 2 
(Fig. 51, 53 u. 54), daß die Winkel bei F x und F 2 , die 
die Brennstrahlen nach dem Berührungspunkte einer 
Tangente und die Strahlen nach, ihren Schnittpunkten 
mit den Leitlinien bilden, rechte Winkel sind: 

Die Strecke einer beliebigen Kegelschnitts- 
tangente zwischen ihrem Berührungspunkte und 
einer Leitlinie wird von dem zur letzteren ge- 
hörenden Brennpunkte unter einem rechten 
Winkel gesehen. 

Da nun für jeden Kegelschnitt die Leitlinie l (Fig. 57) 
die Polare des zugehörigen Brennpunktes F ist, so liegt 
(§ 34; VI) der Pol jeder Geraden durch F auf l. Der 
Pol der Berührungssehne PF muß aber auch auf der 
Tangente in P liegen, ist also ihr Schnittpunkt T mit l . 
Der Pol von TF liegt daher (nach § 35, VI') auch auf PF 
und ist folglich der Schnittpunkt S beider Geraden: 

In den Brennpunkten eines Kegelschnittes 
stehen je zwei harmonische Polaren aufeinander 
senkrecht. 

80. Wenn man einen Kreis in einen Kegelschnitt 
durch eine Perspektive überführt, deren Zentrum in dem 
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Mittelpunkte des Kreises liegt, so ist er zugleich, ein 
Brennpunkt des Kegelschnittes. Denn je zwei zueinander 
senkrechte Durchmesser des Kreises sind harmonische 
Polaren, da der unendlich ferne Punkt des einen der Pol 
des anderen ist. Da nun aber jeder durch das Zentrum 
der Perspektive gehende Strahl 
sich selbst entspricht, so sind 
bei dieser besonderen Perspek- 
tive je zwei zueinander senk- 
rechte Kreisdurchmesser zu- 
gleich harmonische Polaren des 
Perspektiven Kegelschnittes, 
woraus auf Grund des obigen 
Satzes die ausgesprochene Be- 
hauptung folgt. Die Fluchtlinie 
der Perspektive ergibt hierbei 
die Leitlinie des Kegelschnittes, 
welche dem in den Kreismittel- 
punkt fallenden Brennpunkte 
zugeordnet ist. 

Aus dieser Perspektive 
lassen sich ebenfalls alle Brennpunktseigenschaften ab- 
leiten, worauf hier nicht eingegangen werden kann*). 

81. Ist wiederum (Fig. 58) i^der Brennpunkt eines 
beliebigen Kegelschnittes k, l die zugehörige Leitlinie 
und sind TP und TQ zwei Tangenten an &, so ist ihre 
Berührungssehne PQ die Polare ihres Schnittpunktes T\ 
folglich muß der Pol von FT auf PQ und auf der Polare l 
von F liegen, ist also der Punkt S =iy^PQ . Mithin 
sind FS und FT harmonische Polaren und stehen, da sie 




Fig. 57. 



*) Dies ist z. B. in Rohn-Papperitz, Lehrbuch d. darst. 
Geom M III. Bd., S. 61 (1906) geschehen. 
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durch, den Brennpunkt gehen, nach dem vorigen Para- 
graphen aufeinander senkrecht. Andererseits ist O = FT 
X PQ der Pol von TS und mithin harmonischer Pol zu S . 
Die Sehne PQ wird daher von O und S harmonisch ge- 
teilt, und die Strahlen FP, FQ, FG< FS sind also har- 




Fig. 68. 



monische Strahlen, deren beide letzte einen rechten 
Winkel einschließen; folglich halbiert (nach dem letzten 
Satze in § 6) f ff den Winkel PFQ. Daher gut 
der Satz: 

Die Strahlen von einem Brennpunkte nach 
den Berührungspunkten zweier Tangenten eines 
beliebigen Kegelschnittes sind gleich geneigt 
gegen denStrahl, der diesen Brennpunkt mitdem 
Schnittpunkte der beiden Tangenten verbindet 

Zieht man noch, eine beliebige dritte Tangente, 
welche die beiden ersten in Z7, V schneidet und R zum 
Berührungspunkte hat, so ist auf Grund dieses Satzes: 



also 
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<£ PFU = <£ UFR = \*£PFR , 
^QFV = <£VFR = \*£QFR , 

«£UFV=$<£PFQ, 
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unabhängig von der Lage der dritten Tangente: 

Die Strahlen von einem Brennpunkte eines 
beliebigen Kegelschnittes nach den Schnitt- 
punkten einer beweglichen Tangente mit zwei 
festen schließen einen konstanten "Winkel ein, 
der gleich der Hälfte des von den Brennstrahlen 
nach den Berührungspunkten der festen Tan- 
genten eingeschlossenen Winkels ist. 




Fig. 59. 



82. Die Sätze des § 75 und der erste Satz des 
vorigen Paragraphen gestatten leicht, einen weiteren Satz 
für die Ellipse und Hyperbel abzuleiten. Verbindet 
man (Fig. 59) den Schnittpunkt T zweier Tangenten mit 
den Brennpunkten F x und F 2 , so finden die durch die 
gleichen griechischen Buchstaben in der Figur angegebenen 
Winkelgleichheiten statt. Auf Grund des Satzes über den 
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Außenwinkel am Dreiecke erhält man dann die Be- 
ziehungen: 

y + £ - * , <$ + £ = ISO« _ ß ^ 

Y + rj + £ = ß, d + £ + rj = 180 ° - * 7 

und durch Subtraktion der unteren von den darüber 
stehenden Gleichungen: 

£-rj-£ = <x-ß, -f -*? + £ = *-£, 

woraus f = £ und daher der Satz folgt: 

Der von dem Schnittpunkte zweier Tangenten 
einer Ellipse oder Hyperbel nach dem einen 
Brennpunkte gezogene Strahl schließt mit der 
einen Tangente den gleichen Winkel ein, wie 
der nach dem anderen Brennpunkte gezogene 
Strahl mit der anderen Tangente. 

83. (Fig. 60 a , 61 a .) Fällt man von den Brenn- 
punkten F t , F 2 einer Ellipse oder Hyperbel die Lote auf 
eine Tangente t, die die Kurve in P berührt, und ver- 
längert jedes Lot über seinen Fußpunkt hinaus um seine 
eigene Länge (F t G\ = G 1 H 1 , F 2 G 2 = G 2 H 2 ), so erhält 
man die Punkte H x und H 2 , die als die Gregenpunkte 
der Brennpunkte in bezug auf die Tangente t bezeichnet 
werden sollen. 

Yerbindet man noch P mit F x , F 2 , H x , E^ und M 
mit G x , 2 , so sind die rechtwinkligen Dreiecke F t G t P 
und H&P, F 2 G 2 P und H 2 2 P kongruent. Folglich 
ist, da nach dem Satze in § 75 <^.F 1 PG l = ^:F 2 PG 2 
ist, auch 

<F 1 PG 1 = <H 2 PG 2 = <H 1 PG 1 = <F 2 PG 2 ; 

die Linien F X PB^ und F 2 PH 1 sind also gerade Linien, 
und es ist 
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.F a p + p.öi = fi e p+ py t — F a P + PF X = 

für die Ellipse (Fig. 60»), 

F t P — PH 1 <= H t P - PF X = F,P~ PF X = 
für die Hyperbel {Fig. 61»). 



Weil duh G x , G t , M die Strecken F X H X , F,^, 
F l F i halbieren, so ist 

AMF X G X ™AF t F x H x , A MF t G % ~ AF x F a S a , 
also MG x :F t H x =MG t :F x H i = \F 1 F i :F x F t , 
woraus MG X = jtf G a = a folgt Daher: 

Die Fußpunkte der von den beiden Brenn- 
punkten einer Ellipse oder Hyperbel auf die 
Tangenten gefällten Lote liegen auf einem 
Kreise, dessen Mittelpunkt mit dem der Kurve 
zusammenfällt und dessen Radius gleich, der 

Hsutner. Darstellende Geometrie II. 9 
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halben großen Achse der Ellipse, bzw. der halben 
Hauptachse der Hyperbel ist. 

Die Gegenpunkte eines Brennpunktes für 
alle Tangenten liegen auf einem Kreise, dessen 
Mittelpunkt im anderen Brennpunkte liegt und 
dessen Radius gleich der großen Achse der 
Ellipse bzw. Hauptachse der Hyperbel ist. 

Man kann also Ellipse und Hyperbel auf Grund des 
ersten Satzes als Tangentengebilde konstruieren, wie ea 
die Figuren 60 b und 61 b zeigen. Wili man dann noch 




Fig. 60 b . Fig. 81 b . 

die Berührungspunkte haben, so braucht man nur die 
Gegenpunkte des einen Brennpunktes in bezug auf alle 
Tangenten zu bestimmen (nach dem zweiten Satze) und 
diese mit dem anderen Brennpunkte zu verbinden; der 
Schnitt jeder dieser Verbindungsgeraden mit der zu- 
gehörigen Tangente gibt ihren Berilhrungspunkt 

Will man von einem Punkte Q außerhalb einer 
Ellipse oder Hyperbel, deren Brennpunkte und groß© 
bzw. Hauptachse gegeben sind, die Tangenten ziehen, so 
braucht man nur den Kreis über QF t (oder QF a ) als 
Durchmesser zum Schnitt zu bringen mit dem Kreise 
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über der großen bzw. Hauptachse AB als Durchmesser; 
die Schnittpunkte J t , L ± sind die Fußpunkte der von F t 
(oder F 2 ) auf die gesuchten Tangenten gefällten Lote, 
wodurch diese (J t Q, L t Q) bestimmt sind (vgl. Fig. 60 a ). 
Die Berührungspunkte ermittelt man nach dem oben an- 
gegebenen Verfahren, wie es die Figur erkennen läßt. 
Fällt man noch von M das Lot MK auf t , dessen 
Länge gleich d sei, so ist 

sin^Pi^i =* smKG 2 M = — , 

welcher Wert bei der Ermittlung der Krümmungs- 
halbmesser (§ 95) Verwendung finden wird. 

84. Für die Hyperbel ergibt sich noch, wenn 
man die Tangenten von den Brennpunkten an den Kreis 
mit der halben Hauptachse um M zieht, z. B. F 2 G in 
Figur 61 a , daß die zu F 2 G senkrechte Hyperbeltangente 
durch den Kreismittelpunkt geht, also, weil dieser zugleich 
auch Mittelpunkt der Hyperbel ist, eine Asymptote der 
Hyperbel liefert. Ist BD = b die Scheiteltangente, so ist 
AMGF 2 ^AMBD und folglich MD = MF 2 . Die 
halbe Exzentrizität MF 2 war mit e bezeichnet worden, 
und folglich besteht zwischen a , b , e für die Hyperbel 
die in § 73 erwähnte Beziehung 

e* = a 2 + b* . 

Ist also a und b gegeben, so trägt man a auf den 
Asymptoten ab, errichtet in den Endpunkten Lote, die 
die Hauptachse in den Brennpunkten F t und F 2 schneiden. 

Eine weitere Eigenschaft der Hyperbel ergibt sich 
noch aus dem zweiten Satze des § 81. Schneidet (Fig. 61 a ) 
die Tangente t in P die Asymptoten in R und Q , so ist 
auf Grund jenes Satzes, da die Strahlen von den Brenn- 

9* 
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punkten nach den Berührungspunkten der Asymptoten 
diesen letzteren parallel sind, 

<RF X Q = £<(360° - RMQ) = <£RMF 2 ; 

folglich ist 

^RF^ + <£RF 2 Q = 180° . 

Nach dem Satze über das Sehnenviereck liegen daher die 
Punkte R , Q auf einem durch die Brennpunkte gehenden 
Kreise : 

Jede Hyperbeltangente schneidet die Asym- 
ptoten in zwei Punkten, die auf einem durch 
beide Brennpunkte gehenden Kreise liegen. 

Auch diesen Satz kann man zur Konstruktion von 
Hyperbeltangenten benutzen, wenn die Brennpunkte und 
die Hauptachsen der Hyperbel gegeben sind. 

85. Für die Parabel erfahren die Sätze des § 83 
eine Abänderung. Wie in § 74 gezeigt ist, halbiert der 
Scheitel A die Strecke der Achse zwischen dem Brenn- 
punkte F und der Leitlinie l (Fig. 62 a ), folglich halbiert 
die Scheiteltangente a auf jedem durch den Brennpunkt 
gehenden Strahle die Strecke, die zwischen ihm und der 
Leitlinie l liegt. Fällt man nun von P das Lot PH auf l 
und verbindet H mit F und G mit P, so ist PF= PH 
und FG = HG, also 

AFGP^AHGP 
und 

*£FPG = <£HPG, <£FGP=<£HGP=9Q<> . 

Die Linie PG ist also die Tangente der Parabel in P 
und steht senkrecht auf FG: 

Die Fußpunkte der von dem Brennpunkte 
auf die Tangenten einer Parabel gefällten Lote 
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liegen auf ihrer Scheiteltangente, die Gegen- 
punkte auf der Leitlinie. 

Man kann den ersten Teil dieses Satzes benutzen, 
um die Parabel als Tangentengebilde zu zeichnen (Fig. 62 b ). 
Den Berührungspunkt jeder Tangente erhält man, indem 
man den auf ihr senkrechten Brennstrahl bis zum Schnitte 
mit der Leitlinie verlängert und durch diesen Punkt eine 
Parallele zur Achse zieht, die die Tangente in dem 
Berührungspunkte schneidet. 
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Fig. 62 b . 



Um von einem Punkte Q die beiden Tangenten an 
eine Parabel zu ziehen (Fig. 62 a ), beschreibt man den 
Kreis über dem Durchmesser FQ ; durch seine Schnitt- 
punkte J und L mit der Scheiteltangente a gehen die 
gesuchten Tangenten JQ und LQ. 

Zieht man von dem Punkte K, in dem eine Tan- 
gente der Parabel die Leitlinie schneidet, die zweite 
Tangente an die Parabel und verbindet den Punkt /, in 
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dem sie die Scheiteltangente schneidet, mit dem Brenn- 
punkte F } so steht nach dem vorigen Satze diese 
Linie FJ senkrecht auf der Tangente KJ. Es ist also 
FJKO ein Sehnen viereck in dem Kreise, der FK zum 
Durchmesser hat. Nun halbiert aber die Scheiteltangente 
diese Diagonale, da die Projektionen von FE und EK 
auf die Achse, nämlich FA und AL, gleiche Länge 
haben; folglich ist der Diagonalenschnittpunkt E des 
Sehnenvierecks der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises 
und auch die andere Diagonale JO ein Durchmesser des- 
selben. Mithin sind auch JFG und OKJ rechte Winkel, 
woraus folgt: 

Je zwei zueinander senkrechte Tangenten 
einer Parabel schneiden sich auf der Leitlinie 
und umgekehrt 

Zieht man in Figur 62 a noch die Normale im Punkte P 
bis zum Schnitte N mit der Achse und fällt auf letztere 
von P das Lot, so ist AHL'F^ APBN, da die ent- 
sprechenden Seiten parallel sind und HL'=PB ist; 
folglich ist L'F= 2AF= BN = p, wo p wieder den 
Parameter (§ 65) der Parabel bezeichnet, und AF = p/2 : 

Der Abstand des Brennpunktes einer Parabel 
vom Scheitel ist gleich ihrem halben Para- 
meter. 

86. Auch fQr die Parabel gestattet der letzte Satz 
in § 81 die Ableitung eines Satzes, der dem letzten Satze 
über die Hyperbel in § 84 entspricht 

Zieht man drei Tangenten an eine Parabel (Fig. 63), 
die sich in R, S, T schneiden, bezeichnet die unendlich, 
fernen Punkte von RT, ST mit U, V und beachtet, 
daß die unendlich ferne Gerade ebenfalls Tangente der 
Parabel ist, so ist, wenn man RS und die unendlich ferne 
Gerade als die festen Tangenten jenes Satzes auffaßt 
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und ihn auf die beiden anderen Tangenten anwendet, 
<fc RFÜ = < SFV. Hieraus folgt sofort 

*£RTS = <£UFr = <£RFS . 

Aus der Gleichheit dieser Winkel ergibt sich der Satz: 
Der durch die Schnittpunkte je dreier Tan- 
genten einer Parabel gelegte Kreis geht auch 
durch ihren Brennpunkt. 




Fig. 63. 

87. Es ist nun noch die in § 69 ausgesprochene 
Behauptung zu beweisen, daß man jeden Kegelschnitt als 
Schnitt eines geraden Kreiskegels erhalten kann. 

In § 46 und 56 ist gezeigt worden, daß eine Ellipse 
oder Hyperbel durch zwei konjugierte Durchmesser, also 
auch durch die Achsen, und in § 68, daß eine Parabel 
durch den Parameter p bestimmt ist. 
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Bezeichnet wieder q> den halben Öffnungswinkel 
eines geraden Kreiskegels und o den Neigungswinkel 
der schneidenden Ebene TT gegen die Kegelachse, so 
waren in § 72 die folgenden Beziehungen zwischen diesen 
Winkeln und den Achsen einer Ellipse abgeleitet: 

e cosa 

— = , b 2 = a 2 — e 2 , 

a cos (p 

woraus für b der Wert folgt: 

a 



b =-- Vcos 2 <» — cos 2 a . 

COS99 

Läßt man nun o abnehmen von 90° bis q> (ausschließlich), 
welche Werte für die Ellipse allein in Betracht kommen, 
so nehmen die Werte von b , da cos 90° = ist, ab von a 

bis zu beliebig kleinen Werten. Das Achsenverhältnis — 

a 

kann also jeden vorgeschriebenen Wert zwischen 1 und 

(ausschließlich) durch passende Wahl von o erhalten. 

Verschiebt man die Ebene TT parallel zu sich, so ändert 

man damit die Länge A B = 2 a . Da mithin a und — be- 

a 

liebig für die Schnittellipse vorgeschrieben werden können, 

so gilt dies auch für a und b selbst. 

Aus jedem geraden Kreiskegel können also 
alle möglichen Ellipsen ausgeschnitten werden. 

Für dieHy p er b el waren die Formeln abgeleitet (§ 7 3) : 

e cosa 

— = , b 2 = e 2 — a 2 , 

a COS99 

also 

a 



b — Vcos 2 a — cos 2 w . 

COS99 r 
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Da o < <p ist, so ist cosa > cos<p , und die Werte von b 
wachsen von beliebig kleinen Werten bis zu a-tgg?, 
wenn o von q> (ausschließlich) abnimmt bis zu Null; das 

Achsenverhältnis — kann daher jeden Wert von (aus- 

a 

schließlich) bis tg <p annehmen. Durch Parallelverschiebung 

der Ebene läßt sich wieder die Länge der Hauptachse 

beliebig verändern. Da aber — = tga ist, wenn a den 

a 

von den Asymptoten mit der Hauptachse gebildeten 

Winkel bezeichnet, so folgt: 

Ans einem geraden Kreiskegel läßt sich jede 
Hyperbel ausschneiden, deren Asymptoten- 
winkel nicht größer ist als der Öffnungswinkel 
des Kegels. 

Ist der Asymptotenwinkel gleich dem Öffnungs- 
winkel des Kegels, so geht die Ebene TT durch die Achse 
des Kegels und schneidet ihn in zwei Mantellinien. Wählt 
man also noch q> passend, so kann man jede Hyperbel 
als Schnitt eines geraden Kreiskegels erzeugen. 

Für die Parabel endlich ist o = q> , und wenn r x 
den Eadius der die Ebene TT und den Kegel berührenden 
Kugel (vgl. Fig. 54) bezeichnet, so ist 

AF X = r x . tg<p . 

Der Abstand AF X des Brennpunktes der Parabel von 
ihrem Scheitel war aber gleich der Hälfte des Para- 
meters p gefunden. Folglich ist 

p = 2 r x . tg<p . 

Durch Parallelverschiebung der Ebene TT kann aber r x 
und somit p beliebig verändert werden. Folglich: 

Aus jedem geraden Kreiskegel können alle 
möglichen Parabeln ausgeschnitten werden. 



V. Abschnitt 



Metrische Eigenschaften der Kegelschnitte: 

Krümmungskreise. 



Ableitung einer Hilfsformel. 

88. Der Radius r des einem Dreiecke PQR 
umschriebenen Kreises ist gleich dem Produkte 
der drei Seiten, dividiert durch den vierfachen 
Flächeninhalt des Dreiecks. 

Beweis. Zieht man (Fig. 64) den durch eine der 
Ecken des Dreiecks, z. B. R gehenden Durchmesser RS 

des umschriebenen Kreises, 
erner die Verbindungslinie 
von S mit P und fällt von R 
die Höhe RH auf die Gegen- 
seite, so ist 

A SPR™ AQHR 

und mithin verhält sich 

SR:RP=QR\RH . 

Da aber SR = 2 r und der 
Flächeninhalt des Dreiecks 
A = $PQ-RH ist, so folgt 

• QR.RP 




Fig. 64. 



r = 



PQ 



±A 



w. z. b. w. 



89. Projiziert man nun das Dreieck PQR von einem 
beliebigen Punkte des Raumes aus auf irgend eine 
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Bildebene TT (Fig. 65) und haben r ö und A die gleiche 
Bedeutung für das Dreieck P e Q e R e , wie r und A für 
das ursprüngliche Dreieck, so ist 

Po Qe * Qe Ro ' Re Pe 



r* = 



und daher 
(1) 



4=4, 
QR RP 



PQ ._ 

P e Q e ' Q e R e ' R e P e ' 4 



Das Volumen V der Pyramide OPQR kann aus- 
gedrückt werden, indem man das Dreieck PQR als 
Grundfläche und den senkrechten Abstand h des Punktes 
von der Dreiecksebene als Höhe benutzt: 




Fig. 65. 

Fällt man von einer Ecke des Dreiecks PQR, 
z. B. von Q, das Lot QL auf die gegenüberliegende 
Seitenfläche der Pyramide, so ist auch, da der Flächen- 
inhalt von ORP gleich \RP-OP- smOPR ist, 

V= %RP.OP-smOPR*QL . 
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Bezeichnet ß den Neigungswinkel von OQ gegen 
die Seitenfläche ORP, so ist 

QL = 0Q- sin ß 
und folglich 

V= £ RP- OP- OQ- sinOPP. sin/S . 

Bezeichnet V e das Volumen der Pyramide 0P e Q 9 Ri 
und h den senkrechten Abstand des Punktes von der 
Ebene TT, so findet man in gleicher Weise 

V e = %A e -h e = %R e P e -OP e *OQ e -smOP c R e -smß, 

folglich 

A-h 

A e *h e 
RP- OP-OQ • sinOPP 



(2) 


v. 


und 






V 


(3) 


Ve 



R e P e .OP e -OQ e ^mOP e R e ' 

Berechnet man V und V e , indem man die anderen Seiten- 
flächen der Pyramiden als Grundflächen betrachtet, so 
erhält man noch 

V PO- OQ-OR -sinOQP 
(4) 



(5) 



V e P e Q .OQ c -OR e -miOQ e P e 
QP- OR-OP -sinOPQ 



(? c P .OP c .OP < ..sinOP e c 

Drückt man andererseits den Flächeninhalt des 
Dreiecks ORP durch 

|0P.OP.sinP0P 

aus, so erhält man 

V= $OP- OQ* OP- sinPOP. sin ß , 
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ebenso 
















y.- 


-*op.. 


■OQ,- 


OR,- 


einROP- 


sin/? 


und daher auch 










(6) 




V 


OP 
OP. 


• OQ 
-OQ e 


• OR 
-OR, ' 





Multipliziert man nun die Gleichungen (3), (4) und (5) 
ineinander, so wird 

/FV* PQ.QR-RP ( OP- OQ-OR y 
\Vj- P e Q e -Q e R e -R e P e \OP e -OQ e -OR e j 

sin OQP- smORQ • sin OPR 



&inOQ e P e • sinOP, Q e . sinOP^ 
und also auf Grund der Gleichung (6) 

V PQ.QR-RP smOQP-BinORQ-amOPR 



V* P e Q e -Q e R e -R e P e smOQ e P e .smOR e Q e .BmOP e R e ' 

Ersetzt man die linke Seite durch ihren Wert aus 
der Gleichung (2) und den ersten Bruch auf der rechten 
Seite durch seinen aus der Gleichung (1) folgenden Wert, 
so erhält man schließlich: 

r e h e sinOQP. sinOPQ -sinOPP 



h sin OQ e P e - sin OR e Q e > sin OP e R e ' 



Krümmungskreis. 

90. Liegen die drei Punkte P, Q, R auf einer 
Kurve k (Fig. 66) und bewegen sich die Punkte Q und R 
auf der Kurve k dem Punkte P zu, so ändern sich für 
jede Lage der beweglichen Punkte auch die Lage und 
Größe des durch sie und den festen Punkt P gehenden 
Kreises. Tritt nun der Fall ein, daß dieser Kreis in einen 
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Fig. 66. 



bestimmten Grenzkreis übergeht, wenn schließlich die 
Punkte Q und R mit dem Punkte P zusammenfallen, so 
nennt man diesen Grenzkreis den Kr ümmungs kreis 
der Kurve k in dem Punkte P; sein Radius heißt der 
Krümmungsradius und sein Mittelpunkt der Krüm- 
mungsmittelpunkt. Bei diesem Grenzübergange gehen 

die Sekanten PQ und PR schließ- 
lich in die Tangente über, die die 
Kurve k in dem Punkte P be- 
rührt. Folglich liegt der Mittel- 
punkt des Krümmungskreises auf 
der Normale der Kurve k in dem 
Punkte P und hat mit der Kurve 
die Tangente im Punkte P ge- 
meinsam. Yon allen Kreisen, die 
mit einer Kurve k die Tangente in einem Punkte P ge- 
meinsam haben, schmiegt sich nach der oben geschilderten 
Erzeugung der Krümmungskreis am innigsten der Kurve an. 
Auf Grund dieser Erzeugung des Krümmungskreises 
und der bei der Tangente, als Grenzlage einer Sekante 
gebrauchten Ausdrucksweise (vgl. I, 17) sagt man, daß 
er drei unendlich benachbarte Punkte und zwei unendlich 
benachbarte Tangenten mit der Kurve gemeinsam hat 
Ist im besonderen die Kurve k ein Kreis, so fällt 
der Krümmungskreis in jedem Punkte ganz mit k zu- 
sammen. 

Die Konstruktion des Krümmungskreises empfiehlt 
sich oft, um eine Kurve genauer zeichnen zu können. 

Beziehung zwischen den Krümmungsradien einer Kurve 

und ihrer Projektion. 

91. Bewegen sich die Punkte Q und R auf einer 
ebenen Kurve k dem Punkte P zu, so bewegen sich ihre Pro- 
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jektionen (Fig. 67) auf der Projektion k e von k der Pro- 
jektion P c von P zu und fallen mit der letzteren zu- 
sammen, wenn Q und R mit P zusammenfallen. Die 
durch die Punkte 
P, 0, R und P e , 
Q , R e bestimmten 
Kreise gehen mithin 
gleichzeitig in die 
Krümmungskreise 
und die Sekanten 
PQ,PP und P.O,, 
P c R e in die Tan- 
genten t, t e der 
Kurven k , k e in den 
Punkten P und P 
über. Zugleich er- 
sieht man hieraus, 
daß die Kurve k in 
einem Punkte P e 
einen Krümmungs- Fi &- 67 - 

kreis besitzt, wenn dies für die Kurve k in dem ent- 
sprechenden Punkte P der Fall ist. 

Die Winkel OQP, ORQ, OPR gehen bei dieser 
Bewegung in einen der Winkel über, den der Strahl OP 
mit der Tangente t bildet. Die Sinus dieser Winkel also 
werden gleich sin y , wenn y den spitzen Winkel zwischen 
dem Projektionsstrahle OP und der Tangente t bezeichnet 
In gleicher Weise werden sin OQ e P ej amOR e Q e und 
sin OP e R e gleich siny , wenn y e der spitze Winkel 
zwischen OP e und t e ist. Sind noch q und Q e die 
Krümmungsradien von k und k e in P und P e , d. h. also 
die Werte, die r und r e bei dem obigen Grenzübergänge 
schließlich annehmen, so liefert die Formel (7) des vorigen 




144 V. Metrische Eigenschaften der Kegelschnitte. 

Paragraphen die folgende Beziehung*) zwischen den 
Krümmungsradien in entsprechenden Punkten einer Kurve 
und ihrer Zentralprojektion: 



(I) 



h e /smy\ s 

h \81DVJ 



92. Diese Formel vereinfacht sich in gewissen Fällen. 
1) Sind die Tangenten t und t e einander par- 
allel, so ist 




Fig. 68. 

2) Bezeichnet man den Neigungswinkel der Ebene E 
der ursprünglichen Figur PQR gegen die Bildebene TT 
mit «, so ist (Fig. 68) auch 

. ._ <FOH = e 

und mithin 



K 


00 


OH 




HG 


1 




HG 


h 


h 


h 


+ 


h 


cose 


+ 


h 



*) Vgl. C. Heu mann, Zur Theorie der Krümmung nach 
den Methoden der darstellenden Geometrie (Archiv der Mathe- 
matik und Physik, 3. Reihe, 6. Band, S. 283), wo die Formel 
in ähnlicher Weise abgeleitet ist. 
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Rückt nun unendlich weit fort, so wächst h über alle 
Grenzen, während HG seine endliche Länge unverändert 

HG 

behält. Mithin nähert sich in diesem Falle — ; — unbegrenzt 

h 

der Null an und daher ist für Parallelprojektion 

K 1 



h COS£ 

und folglich 

x cosc \siny c 

3) Im Falle senkrechter Projektion auf die 
Ebene TT ist außerdem stets 

Bezeichnet mau in diesem Falle noch den Winkel der 
Tangente t in P gegen ihre Projektion V in P' mit ß , so 
ist y + ß = 90° und mithin 

(in) Qc = q • 

cose 
Ist im besonderen noch t' IU , so ist ß *= 0° und 

(iir) Qe = -2- . 

x ' * cose 

Krümmungskreise in den Scheiteln einer Ellipse. 

93. Da die Kegelschnitte Projektionen des Kreises 
sind und der Kreis mit dem Krümmungskreise, wie oben 
bemerkt, zusammenfällt, so folgt, daß auch die Kegel- 
schnitte in jedem Punkte Krümmungskreise besitzen, für 
die im folgenden einfache Konstruktionen abgeleitet werden 
sollen. 

Haufiner, Darstellende Geometrie IL 10 
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Zunächst soll die in I, 25 ohne Beweis gegebene 
Konstruktion der Scheitelkrümmungskreise einer Ellipse 
abgeleitet werden. Da die Ellipse stets als senkrechte 
Projektion des Kreises betrachtet werden kann, so finden 
die Formeln (III) hier Anwendung. 

Faßt man die Ellipse mit den Halbachsen a und b 
(a > b) als senkrechte Projektion eines Kreises vom 
Radius a auf, so ist die Ebene des Kreises gegen die 
Projektionsebene unter dem spitzen Winkel s geneigt, der 

durch die Beziehung cose = — bestimmt ist (1, 26). Den- 
selben Winkel e schließt die Tangente in jedem Scheitel 
der großen Eliipsenachse mit der Kreistangente, deren* 
Projektion sie ist, ein; die Tangenten in den Scheiteln 
der kleinen Halbachse sind den entsprechenden Kreis- 
tangenten parallel. 

Um also den Krümmungsradius q a in den Scheiteln 
der großen Achse zu berechnen, hat man in der Formel (III), 
da hier ß = e ist, zu setzen :- 

b 

COSp = COS£ = — , 



und erhält 

(A) QA = 



a 

fc 2 



a 



Den Krümmungsradius g c in den Scheiteln der kleinen 
Achse liefert die Formel (IHÖ unmittelbar: 

(C) ^ = T* 

Hieraus ergibt sich leicht die in I, 25 gegebene Kon- 
struktion für die Scheitelkrümmungskreise der Ellipse: 
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Man verbinde (Fig. 69) die Endpunkte J. undC 
der beiden Achsen und fälle von dem Schnitt- 
punkte E der Tangenten in diesen Scheiteln das 
Lot auf AC: dieses Lot schneidet die beiden 
Achsen in den Mittelpunkten M A und Mq der 
Scheitelkrümniungskreise. 

C 




Fig. 09. 

Denn aus der Ähnlichkeit der Dreiecke M A AE, 
ECM C , CMA folgt: 

M A A :AE = EC: CMc = CM: AM, 
oder, da MA = CE = a , MC = AE = b ist: 



M A A 



also 



b* 



a 



a 



2 



M A A = Qa , 



M C C= r , 



Formel für die Krümmungsradien von Ellipse und 

Hyperbel. 

94. Die übrigen Konstruktionen der Kriimmungs- 
kreise von Kegelschnitten erhält man mittels der Formel (I), 

10* 
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indem man den Kegelschnitt als Zentralprojektion eines 
Kreises, für die das Zentrum senkrecht über dem Mittel- 
punkte des Kreises liegt, d. i. also als Schnitt eines 
geraden Kreiskegels betrachtet, wie es die Figuren 51, 
53 und 54 zeigen. 

Betrachtet man in diesen Figuren den Kreis ä^ , 
dessen Ebene mit E bezeichnet sei, als denjenigen, dessen 
Zentralprojektion auf die Ebene TT den Kegelschnitt k 

liefert, so ist zunächst das Produkt g-^- zu ermitteln, 

h 

was zunächst für die Ellipse geschehen soll. 




Fig. 70. 

Zeichnet man den Durchschnitt durch die Figur 51 
längs der mit der Zeichenebene zusammenfallenden 
Symmetrieebene W, wie es die Figur 70 zeigt, so werden 
die Ebenen E und TT des Kreises k t und der Ellipse k 
durch die Linien A l B l und AB dargestellt, und ihre 
senkrechten Abstände ON x und OU von sind die 
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Strecken h und h e . Bezeichnet man den Radius der 
Kugel, die den Kegel in dem Kreise k x und die Ebene TT in 
dem Brennpunkte F t der Ellipse berührt, mit r t , so ist der 
Radius N t A x des Kreises k x in der Formel (I) an Stelle von q 
zu setzen, und es ist, da «£ N 1 A 1 M 1 = <£ A x ON t = q) ist, 



*i = 



Ferner ist: 



cos cp 



OA x = OB x = 



sin cp ' 



AA X = AF X = a — e , 

BB 1 = BF 1 = a + e 1 

wo a und e die frühere Bedeutung haben. Der Flächen- 
inhalt des Dreiecks AB ist gleich 

\AB- OTJ = \ OA -OB.sm2<p 

= i(AB+OA + OB) ri , 
also 

a •h tl = [a — e H — ^ — 1 (a + e -\ — ^ — ) sina? • cosa? 
6 \ ^ smcp) \ sm<p) Y * 

und 

\ sirup /cosqp 

Die erste Gleichung läßt sich mit Hilfe der zweiten Glei- 
chung umformen in 

f _ , Q COSÖ9 _ 1 . 

a • h B = <a 2 — e 2 -\ — r= — • — a • h e > sin«? • cosg? , 

1 Bin 9? q j 

woraus folgt 

a • h e = (a 2 — e 2 ) cot 99 . 
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h 
Da aus A ON 1 A 1 sich noch cotg? = - ergibt, so erhält 

man schließlich für das gesuchte Produkt: 



K 

Q— = 

a 



a 



2 



e 



2 



Fig. 71. 



a 



6 2 
a 




Für die Hyperbel er- 
hält man denselben Wert 

für o^. Figur 71 stellt 
h 

den Durchschnitt längs der 
Ebene S'durch die Figur 53 
dar. Man hat bei der Ab- 
leitung nur zu beachten, 
daß jetzt 

a, 

Q 



AF x = e 



OA = e — a + 



sing? 
OB=BB 1 - OB x 

und 



sin 97 

iAB-OU 

= ±OA-OB-sin2<p 

= l(AB-OA + OB)r t 

ist 
95. Soll nun für eine Ellipse oder Hyperbel der 
Krümmungsradius g e in einem Punkte P, der Projektion des 
Punktes P x auf k x , bestimmt werden, so ißt (Fig. 51 u. 53) 



<OP 1 T 1 = y, <OPT 1 = y,. 
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Die Tangente P x T x = t x steht auf der Ebene ON^ , 
folglich auch auf OP t senkrecht, und daher ist 

y = 90° . 

In § 75 ist gezeigt worden, daß < OPT x = < T 1 PF 1 , 

d. ungleich dem "Winkel ist, den die Kegelschnittstangente 

in P mit dem Brennstrahle F X P bildet. Für den Sinus 

d 
dieses "Winkels war aber in § 83 der Wert — abgeleitet 

a 

worden, wo d den senkrechten Abstand des Kurven- 
mittelpunktes von der Tangente t in P bezeichnet, und 
daher ist 

d 
siny c = - . 

Die Formel (I) liefert mithin für den Krümmungs- 
radius in einem beliebigen Punkte P einer Ellipse oder 
Hyperbel den Wert: 

a*b* 

wo q p anstatt q gesetzt ist. 

Sind O}, b t die beiden konjugierten Halbmesser 
einer Ellipse oder Hyperbel, deren letzterer b x der Tan- 
gente in dem Punkte P parallel ist und die miteinander 
den Winkel cd einschließen, so ist (vgl. § 51 u. 55) 

ab = o 1 6 1 sincü 

und fl^sina) = d , 

also ab = b x d , 

und mithin ist der Krümmungsradius im Punkte P gleich 
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Ist der Punkt P einer der Endpunkte der Brenn- 
punktsachse, so ist b x = b und d = a, also wird der 
Krümmungsradius q a in diesen Punkten 

b 2 
(A) 9. = - 

ist P einer der Endpunkte der kleinen Achse einer Ellipse, 
so ist in (P) b x = a und d = b zu setzen, und man erhält 



(C) Qc = 



a 2 



Beide "Werte sind für die Ellipse bereits in § 93 mit 
Hilfe der Formeln (III) und (IIT) abgeleitet; der erstere 
kann auch in einfacher Weise aus der Formel (T) .un- 
mittelbar hergeleitet werden. 

Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes einer 

Ellipse oder Hyperbel. 

96. Zwei konjugierte Durchmesser einer 
Ellipse oder Hyperbel sind ihrer Lage und Größe 
nach gegeben; es soll derKrümmungskreis in dem 
Endpunkte eines dieser Durchmesser konstruiert 
werden. 

Für die Ellipse gilt folgende Konstruktion 
(Fig. 72), wenn MP = a x und MQ = MR = b t die ge- 
gebenen konjugierten Halbmesser sind. Um den 
Krümmungsmittel punkt M P für P zu finden, verbinde 
man U = (QRy^ Normale in P) mit dem Schnitt- 
punkte X der Tangenten in P und R und fälle 
von dem Schnittpunkte Y der Tangenten in Q 
und P das Lot auf XU; dieses letztere schneidet 
die Normale PTJ in dem gesuchten Punkte M P . 
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Beweis. 

A ÜPX ~ A YPMp 

(denn <£ ÜXP = < FJf P P), also 

Z7P : PX = FP : Pif P , 

nach Formel (P). 

T 




Fig. 72. 

Man kann auch U mit F verbinden und von -X" das 
Lot auf UY fällen, das dann PU in M P schneidet. 

Für die Scheitelpunkte der Ellipse versagt diese 
Konstruktion, da die Normale mit der betreffenden Achse 
zusammenfällt, und es ist dann die Konstruktion des § 93 
zu verwenden. 

97. Um die entsprechende Konstruktion ffir die 
Hyperbel durchzuführen, zeichne man zunächst ihre 
Asymptoten. Dann verbinde man (Fig. 73) den 
Schnittpunkt der Tangente in P und der einen 
Asymptote, z.B. X, mit dem Punkte £7, in dem 
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die Hyperbelnormale den Nebendurchmesser 
schneidet, und errichte in X ein Lot auf XU, das 
die Normale in dem gesuchten Punkte M P trifft. 
Zum Beweise beachte man, daß AUPX ~ AXPM P 
und folglich UP : PX = PX : M P P ist. Da ÜP gleich 




Fig. 7a 



dem senkrechten Abstände d des Hyperbelmittelpunktes 
von der Tangente in P ist, so folgt hieraus 



M»P 



h\ 



= Qp 



Sind die beiden Achsen der Hyperbel ge- 
geben und soll der Krümmungsmittelpunkt für 
einen der Scheitel konstruiert werden, so versagt 
diese Konstruktion aus dem gleichem Grunde, wie bei 
der Ellipse, und wind durch die folgende einfachere ersetzt. 
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In dem Schnittpunkte R (Fig. 74) der Scheitel- 
tangente mit der einen Asymptote errichtet man 
das Lot auf der Asymptote, welches die Haupt- 
achse in dem gesuchten Punkte M A schneidet. 
Denn AMAR<*> ARAM A und folglich 

MA:AR=AR:M A A, M A A = 
[nach Formel (A)]. 



a 



= Qa 




Fig. 74 

98. Die Formel (P) liefert unmittelbar eine ein- 
fache Konstruktion des Krümmungsradius in einem 
beliebigen Punkte P einer Ellipse oder Hyperbel, 
wenn zwei konjugierte Durchmesser ihrer Lage 



156 V. Metrische Eigenschaften der Kegelschnitte. 

nach — ihre Länge braucht nicht gegeben zu sein — , 
eine Tangente t der Kurve und ihr Berührungs- 
punkt P gegeben sind*). 

(Fig. 75 u. 76.) Es mögen X und Y die Schnitt- 
punkte der Tangente t mit den gegebenen konjugierten 
Durchmessern MX und M Y bezeichnen. Dann ergibt 




Fig. 76. 

die folgende Konstruktion den zu P gehörigen 
Krümmungsmittelpunkt M P und damit zugleich den 
Krümmungsradius g P = M P P : 

Man verbinde den Punkt X mit dem Schnitt- 
punkte Ü der Kurvennormale in P und der Par- 
allelen zu der Tangente durch den Kurvenmittel- 
punkt M und fälle von Y das Lot YV auf UX ; 
der Schnittpunkt dieses Lotes YV mit der Nor- 

*) Daß durch die angegebenen Stücke eine Ellipse bzw. 
Hyperbel bestimmt ist, erkennt man leicht, wenn man be- 
achtet, daß nach § 52 und 62 das Produkt QXQY = &?, 
wo b t den zu a t = MP konjugierten und der Tangente t par- 
allelen Halbmesser bezeichnet. Man kann also b x konstruieren 
und kennt dann zwei konjugierte Halbmesser der Größe und 
Lage nach, wodurch die Kurve bestimmt ist (§ 46 u. 56). , 
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maleP£7 ist der gesuchte Krümmungsmittelpunkt. 
Man kann auch Y mit U verbinden und von X das Lot 




Fig. 76. 

auf YU fällen, welches dann die Kurvennormale ebenfalls 
in M P schneidet. 
Beweis. 

A YPM P <~ A UPX 

(denn < YM P P = < ÜXP), folglich . 

M P P:YP=XP:ÜP 

XP-YP 



oder 



M P P = 



ÜP 
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j Nach dem Satze in § 52 und 62 ist auf der rechten 
Seite der Zähler gleich b\\ ferner ist UP gleich dem 
senkrechten Abstände d des Mittelpunktes M von t , also 

b\ 
M P P = — = q p , w. z. b. w. 

GL 

Die vorstehende Konstruktion ist die weittragendenste, 
da sich aus ihr auch die in § 93 und 96 gegebenen be- 
sonderen Konstruktionen leicht ableiten lassen. Für die 
Ellipse hat man nur zu beachten, daß nach § 50 die 
Diagonalen eines jeden Tangentenparallelogramms einer 
Ellipse konjugierte Durchmesser sind. Man kann also in 
§ 96 z. B. auch die konjugierten Halbmesser MX und M F, 
den Punkt P und seine Tangente XY als gegeben be- 
trachten, und ähnlich in § 93, wo ME und die Parallele 
zu A C durch M als konjugierte Durchmesser zu nehmen 
sind. Um die für die Hyperbel in § 97 gegebenen Kon- 
struktionen abzuleiten, hat man nur zu beachten, daß 
in jeder Asymptote zwei konjugierte Durchmesser der 
Hyperbel zusammenfallen (vgl. § 53); folglich sind die 
drei Punkte X, Y, V der Figur 76 in dem Punkte X 
der Figur 73 bzw. R der Figur 74 vereinigt liegend zu 
denken, während der Punkt U der Figur 76 in der 
Figur 73 dem Punkte U entspricht, in der Figur 74 aber 
mit M zusammenfällt. 

Formel für den Krümmungsradius der Parabel. 

99. EJm die Formel für den Krümmungsradius der 

Parabel abzuleiten, hat man zunächst das Produkt q-~ 

h 

in ähnlicher Weise zu berechnen, wie es in § 94 für die 

Ellipse und Hyperbel geschehen ist. Zeichnet man zu 
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dem Zwecke den Durchschnitt der Figur 54 mit ihrer 
Symmetrieebene W, wie es Figur 77 zeigt, so sind, wie 
in den Figuren 70 und 71, die Ebenen E und TT des 
Kreises und der Parabel durch die Linien A l B 1 und AQ 
dargestellt, und ihre senkrechten Abstände ON x und OU 
von sind h und h e , während f^Ai = g ist. 



Da hier das Dreieck OAQ gleichschenklig ist, so 
ist QM X = M x O und folglich 

h e = 017 = 2 • M X F X = 2 • AF t • cot<p ; 

nach § 85 ist 2 • AF t gleich dem Parameter p der Parabel 

und tg<p = y- (aus A ON x A t ), mithin 

IV 



K 



p 
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Ferner läßt die Figur 54 erkennen, daß in der 
Formel (I) des § 91 

wo v den Winkel zwischen der Tangente des Punktes P 
und der Durchmesserrichtung der Parabel bezeichnet 
(vgl. den zweiten Satz in § 75). Schreibt man für Q e 
wieder q p , so erhält man schließlich für den Krümmungs- 
radius g P in einem Punkte P einer Parabel den Wert: 

sm 3 r 

Für den Scheitel A der Parabel ist v = 90° und 
folglich 

Qa=P, 

d. h. der Krümmungsradius im Scheitel einer 
Parabel ist gleich dem doppelten Abstände des 
Brennpunktes vom Scheitel. 

Hiernach ist der Krümmungsmittelpunkt M A 
für den Scheitel ohne weiteres zu konstruieren, wenn 
Scheitel- und Brennpunkt A und F einer Parabel 
gegeben sind, indem man AF über F hinaus um sich 
selbst verlängert (Fig. 78). Auch für einen beliebigen 
Punkt P läßt sich der Krümmungsmittelpunkt in diesem 
Falle leicht konstruieren: 

Man konstruiere (Fig. 78) die Tangente in 
dem Punkte P (AC = AB, t = CP), errichte in 
ihrem Schnittpunkte G mit der Achse auf ihr ein 
Lot, welches mit der Achse auf der Normale 
des Punktes eine Strecke NH , die gleich dem 
Krümmungsradius q p ist, begrenzt, um also noch 
den Krümmungsmittelpunkt M P zu finden, verlängert 
man PN über N hinaus um die Strecke NM P = PH . 
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Fällt man zum Beweise der Richtigkeit dieser Kon* 
struktion noch von dem Brennpunkte F das Lot FG auf 




Fig. 7a 

die Tangente t , so ist G zugleich der Schnittpunkt von t 
nnd der Scheiteltangente (§ 85) und also «£ AQF = v . 
Folglich ist 

AF p 



GF = 



und 



sinv 2 sinv 

p • cosv 



GP = GF-ootv = 



2 «sin 2 v 
Da noch CP=2GP ist, so folgt 

pjr __ OP __ p-cosv 
sinv sin 8 v 

Hanfin er, Darstellende Geometrie IL 



11 
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und schließlich 



sin s v 



= Qp 



100. Sind P und Q (Fig. 79) zwei beliebige Punkte 
einer Parabel, deren Scheitel A ist, und schneidet die 




Fig. 79. 

Tangente t in P die Achse in O und den Durchmesser 
des Punktes Q in Z>, so ist nach § 65, VII (S. 103): 

PD^_ PC^ 

1>Ö~~~ CA ; 

da ferner PP = PC • sin? und nach. Satz IV (S. 101) 
desselben Paragraphen CA = AB ist, so folgt weiter 

PD* PB* 1 

DO ~~ ^1P * sin*v ' 

Nach dem erstgenannten Satze ist aber ferner 
PP» : AB = 2 p , folglich 

PP* 2jg 

D sin 2 r 
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und 



Qp = 



P_ 
sin 3 ? 



PD* 



2 -DO sinr 



Mit Hilfe dieses Ausdrucks für q p läßt sich nun 
leicht eine Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes 
in einem Punkte P einer Parabel ableiten, wenn die 
Parabel nicht durch Scheitel- und Brennpunkt, sondern 
durch die beiden Punkte P und Q, die Tangente t 
in P und die Durchmesserrichtung gegeben ist. 




Fig. 80. 

Konstruktion. (Fig. 80.) Auf dem durch Q 
gehenden Durchmesser errichte man im Schnitt- 
punkte D mit der Tangente t das Lot, welches 
die Normale des Punktes P in H schneidet, und 

11* 
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trage die Strecke DQ von Q bis E ab. Das von D 
auf die Gerade PE gefällte Lot schneidet die 
Normale in (?, so daß OH die Länge des ge- 
suchten Krümmungsradius M P P = q p liefert. 

Zum Beweise beachte man, daß ADPE<*>AHGD 
ist, da entsprechende Seiten beider Dreiecke aufeinander 
senkrecht stehen. Folglich verhält sich 

DE:PD = HD:OH , 

oder, da HD = PD : sin? ist, 

PD 2 1 
OH = - nn • - — = Q P , w. z. b. VT. 
2 • DQ smr 

Bemerkt sei noch, daß PE der Tangente und also DO 
der Normale der Parabel in Q parallel ist. 
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ttrgefdiidite ber öhnfdjbeit ton Dr. SKoria fyoernH, $rof. an ber Uniberfttdt 
in «Bten. 9Rit 58 «bbilbungen. 9h. 42. 

63efa}tdite bed alten 9Rorgenlanbe* bon Dr. Qft. Bommel, o. 0. $n>f. ber femi» 
ttfäen ©pracben an ber Unioerfitftt in VZfincben. mt 9 ©oO- unb Ser> 
bübem unb l ftarte be« Worgenianbe«. 9h. 48. I 



©eftfjitfjte Sfraelö bis auf bie griedjtfdje 3eit bon Sic Dr. 3. »enginger. 9fc. 281. 
fteuteftamenrftdie gettge fdjidjte I: $et ^iftorifcr)e unb fulrurgefd&Wjtlidje $inier* 

gtunb be3 Urd)rtftentum3 bon ßtc Dr. SB. ©taerl, $ribarbogent in 3cna. 

9RÜ 3 «arten. 9te. 325. 

— II: S)ie Heltgion be8 3fubentum8 im 3eltalier be* $eUenttmu* unb ber 

»tömerfjerrfdjaft. 9Kit einer $Ianftigge. 9tr, 326. 

0ried)ifä)e @efa)ia)te bon Dr. $elnricr) ©tooboba, $rof. an bet Seutfdjen 

Unib. $rag. 92r. 49. 

@rifd)ifdje «HierrmnSrunbe bon $rof. Dr. SRldj. 9D?aifdf>, neubearbeiiet bon 
IReltor Dr. grans SßoljE&ammer. 2JM 9 ©ollbilbern. Sit. 16. 

9tömifä)e ©efdjtdjte üon 8*eaIg$mnafialbire!ior Dr. guliu* Sh>$ in ©rune- 
toalb. 9h:. 19. 

9t5mifa)e SatertttwSrunbe bon Dr. ßeo 83lod& in Sien. 9JHt 8 »ollbilb. 9fc. 45. 

©efa)ia)te be§ JS^anHmfdjen WeidjeS bon Dr. ft. *Rot§ in Äemjjten. 9*r. 190. 

$eutf$e ©efäidjte I: gwittelalter (bis 1519) bon $rof. Dr. %. Äurge, Ober- 
leder am ftgl. ßuif engt) mnaf tum in ©erlin. 92t. 88. 

— II: Betialter ber Deformation unb ber töeligtonSfriege (1500—1648) 

bon $rof. Dr. $. fturge, Oberlehrer am Ägl. ßuifengtymn. in Berlin. 9fc. 34. 

— III: 80m SBeftfatifaVn trieben it* gur Muflöfuna be3 alten 9fci$d (1648 

bis 1806) bon $tof. Dr. 2f. Äurge, Oberlehrer am ftgl. ßuifengijmnafümi 

in ©erlin. 9h:. 85. 

Seutfdje ©tammegfunbe bon Dr. 9iubolf 9Rud&, $rof. an ber Uniberfität in 

Sien, mt 2 ftarten unb 2 fcafeln. . 9tr. 126. 

Die feeutföen Altertümer bon Dr. ftrang 3ful)fe, fcireltor be8 <Stäbt. 2Rufeum* 

in ©raunfd&toeig. SRit 70 2Ü&bilbnngen. 9?r. 124. 

8brift ber ©urgentunbe bon $ofrat Dr. Otto $iper in SRündjen. 9Bit 30 «5* 

bilbungen. 9*r. 119. 

Sentfdje ftultttrgefrfjidjte bon Dr. 9?eint). ©untrer. 9h:. 56. 

Deutfdjeö geben im 12. u. 13. $af)r(junbert. SRealfommentar gu ben 80IU* 

unb Äunfteben unb gum 2Rinnefaug. I: Cffentlicr>ed ßeben. $on $rof. 

Dr. 3ul. 2)ief fenbadjer in greiburg i. ©. SWit 1 Xa\ et u. Stbbübungen. 9lr. 93. 

— U: $cibat(eben. 9Mt Hbbitbungen. 9h:. 328. 
CuellenXunbe jur $etttfdjeu @efifjiä)te bon Dr. Sari Sacob, $rof. an ber 

Uniberfität in Xübingen. 1. Sanb. 9lr. 279. 

ßfterreidjlfäe ©efdjidjte. I: SJon ber Urgeit btä gum Xobe ßönig 2llbredjt* IL 

(1439) bon $rof. Dr. ftrang bon $rone3, neubearbeiiet bon Dr. ftarl 

Uf)tirg, $rof. an ber Unib. ©rag. 2Wtt 11 Stammtafeln. 92r. 104. 

— II: ®om £obe Honig Sübrectjtä II. bi3 gum 28cftfä(if$en ^rieben (1440 

bis 1648) bon $rof. Dr. ^frang bon ftroneS, neubearbeitet bon Dr. Sari 
Ul)Iirg, $rof. an ber Uniberfität ©rag. W\t 2 (Stammtafeln. 92r. 105. 

«nglifaje @efa)idjte bon $rof. 2. ©erbet, Oberlehrer in Süffelbotf. 97r. 375. 

9rangüftfn)e @efa)id)te bon Dr. 91. eternfelb, «JSrof. an ber Unto. Berlin. 92r. 85. 

tRnffifdje @efa)ia)te bon Di. SBU^elm dlccb, Oberlehrer am 0[tergt)mnafium 
in SRaing. 9{r. 4. 

$oIntfd)e @cfdjicr)tc bon Dr. ©IemenS SBranbcnburger in $ofen. 9?r. 338. 

e^anifflje @efd)ia)te bon Dr. @uft 2)ierc!5. 92r. 266. 

ea^ttiei|erifa)e ©efr^talte b. Dr. St. Xänblller, ^rof.a. b. Unib. 3üri$. 9Jr. 188. 



®ef$idjte ber <$riftftä)en ©olfanftaaten (©ulgarien, ©erbten, Rumänien, 

Vtonienegro, @riecf>enlanb) ton Dr. ft. atott» in ftempien. 8er. 331. 
öattetifcfce Qefdjidjte bon Dr. $an* Odel in «ugdburg. 9te. 160. 

6äd)fifd|e öefd)id)te ton $tof. Otto Äaemmet, 8te!tor be3 9HIofoigtjmnafürra* 

SU Seilte- 92c. ioo. 

Sftttrtnaifitie ©efdjtdjte ton Dr. Gtnft fcebrlent in 3ena. 9lr. 352. 

©abifdie @tfd}id)te ton Dr. ßarl ©runner, $rof. am ©tjmnafium in $foQb>lm 

unb ißribatbojent bec ©efdjidjte an ber Xecr)n. $od)fdjuie in ftarörulje. 

Kr. 230. 
tkfäWle 8üfljrl«öen8 ton ©e$. 9teg.4R. Dr. $erm. Eetid&Sroetler in ©traß* 

bürg. 92t. 6. 

Sic ftnltuv ber 9tenaiffanee. <8eftttung, ftorfdjung, $icf)tung bon Dr. Stöbert 

8f. ttrnolb, «ßrofeffor an ber Uniberfität SBten. 9lr. 189. 

@ffd|iä)te beS 19. $aljrljunbert$ bon DSfar Söger, o. #onorarprofeffor an 

ber Uniberfität ©onn. 1. ©anbauen: 1800—1852. 9fr. 216. 

— 2. ©änbdjen: 1853 bt« ©übe bed 3afjrl)unbert«. 92r. 217. 

Äolonialgefd)ld)te bon Dr. SJietrid) <5d>äfer, $rof. ber @ef(r)icr)tf an ber Unib. 

©erlin. 9fc. 156. 

Sie 6ecma#t in ber battftien <»efd>ia)te bon SBlrit. 9lbmiraMät3rat Dr. (£tnft 

bon %allt, $tof. an ber Uniberfität ©erlin. 9fr. 370. 

Weitere Bande finö in Vorbereitung. 



©eofltapl)ifd)e Sibliotyef. 

$Wif$e ©eogra^ie ton Dr. ©legm. ©untrer, ^rofeffor an ber ftbnigl. 

Xedjnifdjen #od)fd)uIe in äftfindjen. Stttt 32 Stbbilbungen. 9?r. 26. 

Kfrronomifa)e ©cograbftie bon Dr. ©iegm. ©untrer, «ßrofeffor an ber SrdnigL 

Xed)nifd)en £od)f<f)ule in 2JKmcf)en. 9)Ht 52 Wb&ilbungen. 9fr. 92. 

fllimafunbe. I: »agemeine fttimateljre bon Sßrofeffor Dr. 3B. ftöwen, 

SReteorologe ber ©eeroatte Hamburg. SRit 7 Xafeln u. 2 ftfgitren. 9fr. 114. 
^Meteorologie bon Dr. 2B. Xrabert, Ißrofeffot a. b. Uniberfität in ^nnöbrud 

9JM 49 «bbübungen unb 7 Safein. Dir. 54 

$Wifdje SReereSfunbe bon Dr. ©erwarb ©cf)ott, 8tMeiIung3borfteljer an bei 

5Deutf3ien (Seeroatte in Hamburg. 9JMt 28 3T&&. im £ejt u. 8 Xafeln. 9h. 112. 
$aläogeograbl)ie. ©eologtfd&e @ef(r)id^te ber Speere u. ftefttänber b. Dr. ftrani 

«offmat in 9Bien. 2Mt 6 harten. 9fr. 406. 

Sie Htyen bon Dr. JRob. Sieger, $rof. an ber Uniberfität ©raa. ®lit 19 «&&0- 

bungen unb 1 Earte. 9fr. 129. 

©lerfdjerfunbe bon Dr. grife «Dladjace! in Wien. SDMt 5 ftb&Ubungen im Xejt 

unb 11 Safein. 9fr. 154. 

9flan}enaeograWie ton fßrof. Dr. Subroig $iel8, $rtbatbo£. an ber Uniberf. 

©erlin. 9fr. 889. 

£iergeogra*t|ie bon Dr. tfrnolb 3acobi, $rofeffor ber 3o°logie an ber ftönigL 

gorftalabemle $u 2$aranbt. 2Rit 2 ftarten. 92t. 218. 

Sänberfunbe bon (Suropa bon Dr. fjfranj tfeiberid), Sßrofeffor am SfrandSco* 

3ofebb,inum in 9Röbllng. 9tttt 14 £e£t!ärtdjen unb Diagrammen unb einet 

Sorte ber Wlpenetntetiung. 9er. 62. 

— ber aufcereurobäifdjen ®rbtette bon Dr. ftrans ^eibeticr), ißrofeffor 

am granciSco^ofep^tnum intRdbling. 2Ritll Xejtlärtdlien u. Profil. Sir. 63. 



SanbeSfunbe nnb SBbrfdinftögeoftrafcljic be$ gfefMnnbe* «uftrutien bon 

Dr. Stuti 4>a||ert, fljtofeffot an bet £aubel8l)ocr)fcfjule in Stöln. 9J2it 8 Slb- 
bübungen, 6 gtojrijifdften Xab eilen unb 1 Statte. 92t. 319. 

— bon ©oben tum $tofeffot Dr. O. Stienüj in StarlStulje. 9J2it Profilen, 

ttbbfibungen unb 1 Statte. Ißt. 199. 

— beS jtönigreidß ©abern bon Dr. SB. ©ö&, «ßrofeffot an bet Stöntgl. $ed)n. 

$od&fdjuIe 9J2find)en. 9Äii ^tofllen, ObbUbungen unb 1 Starte. 92r, 176. 

— bar 9*ebnblif ©rafilten bon Stoboipfjo bon gering, 9J2ix 12 Stöbilbungen 

unb einet Statte. 92t. 373. 

— tarnt 9rtttf$-9lotbainerifff bon «ßtofejfot Dr. tt. Obbel in ©temen. 9J2it 

13 «bbübungen unb 1 Starte. 9*t. 284. 

— «on Glfaß-Sot&vingen bon $rof. Dr. 91. fiangenoeef in ©trafcöurg i. 05. 

SRit 11 Stbbttbungen unb 1 Äarte. 92t. 215. 

— be$ GtoofftersogtumS Reffen, ber $robini $effen'92affau unb be£ Qrörften- 

rnmS Salbei* bon Sßrof. Dr. ©eotg ©reim in ©armflabt. 9Rit 13 ^Ibbt!« 
bungen unb l Statte. 92t. 376. 

— ber äberiftfjen fcalbinfcl b. Dr. 8?ritj Kegel, $tof. a. b. Unit). SBüt0utg. 

fflNt 8 Statinen unb 8 Stbbilb. int ZcxJ unb 1 ftatte im gfatbenbrud. 92t. 235- 

— bon £>ftcmia>Unaaru bon Dr. SUfreb Gtamb, $tofeffot an bet Unibetfit&t 

©erlin. SRit 10 lerrtHuftrotionen unb 1 Statte. 92» 244. 

— ber SMjeinprobtns bon Dr. ©. ©teincefe, 2)trettot be* 8lealgi)mnafium3 

in @ffen. 9)2it 9 «Ebb., 3 fiärtdjen unb 1 Statte. 92t. 308. 

— be§ @urobäifd)en Wuftianby nebft gfntnlanbi bon Dr. «ttfreb gtyüiübfon, 

otb. $rof. bet ©eograpfne an bet Uniberfität £alle a. <5. 9J2it 9 Sfbbilbungen, 
7 lejtfarten unb einet litr)ogra)3r)ifcr)eu Äarte. 92r. 859. 

— be3 Ä*öniarcid)3 €adjfen bon Dr. 3. 3emmrtd), Oberleljret am 82eal* 

Otjmnafium in flauen. 2Rit 12 Äbbübungen unb 1 Statte. 92t. 258. 

— bet Srfjweij bon ®t)mnafialleljiet Dr. £. SBalfer in ©ern. 9Mit 16 216« 

bilbungen unb einet Statte. - 92t. 398. 

— bon Sfanbinabien (©djroebcn, 92ortoegen unb ftänemat!) bon $emrid) 

Stetp, fieptet .am ©tjmnajium unb Bebtet bet (Srblunbe am ©omeniufc* 
Seminar au Sonn. 9Rit 11 Äbbilbungen unb 1 ßarte. 92t. 202. 

— ber ©etetniaten Staaten bon 92orbamettfa bon $rof. $einrldj gifdjer, 

Oberleljrer am fiuifcnftdbtlfdjen SRealgtjmnafium in ©erlin. 9J2tt Starten, 
Figuren im Xejrt unb Xafein. 2 ©anbeten. 92t. 381, 382. 

— bei Slöniatetrfjd SBütttemberg bon Dr. fturt #affett, $tofeffot an bet 

$anbel8b,od>fdjule in Stdttt. 9J2Ü 16 ©oHbübera unb 1 ßarte. 92t. 157. 

£anbc3- nnb ©olföfunbe $atffrina8 bon $tibatbosent Dr. ®. tfölfdjet in 
$atle a. <5. 2Rit 8 ©oHbilbetn unb einet Statte. 92t. 345. 

©iWerfuttbe bon Dr. 9J2ia)ael ßabetlatibt, $tibatbo$ent an bet Uniberfität 
äSien. 2J?it 56 Slbbilbungen. 92t. 73. 

jtattenfunbe, Qejdjidjtlid) bargefieflt bon ©. (Beicia), $ite!tot bet !. !. 92au* 
iifdjeu 3d)uie in fiuffinbiccolo unb 8f. ©auter, $tofeffot am 92eafgt)m« 
nafiuiu in Ulm, neu bearbeitet bon Dr. $aul 2)infe, QUftftent bet ©efell- 
jdjaft für Grblunbe in ©erlin. 9Rit 70 Stböübungen. 92t. 30. 

Weitere ßänbe ftnb in Vorbereitung. 



9Ratyem<ttif<lje »ibliotyel. 

©eftfiälte ber SRatyematt! bon Dr. «. ©tutin, ffcofeffor am Oberg^mnafhrtn 
in ©etienftetten. 9k. 226. 

Kritftmettt tmb Algebra bon Dr. Hermann ©djnbert, «ßrof. an ber Gelehrten* 
fcfjule be8 So^anneumS tn Hamburg. 92t. 47. 

fteifbielfatranlnng jnr gritijmetit nnb Algebra bon Dr. $ermamt ©Hubert, 
$rof. an ber ©elefjrtenfcrjufe beS 3fo!janneum$ in Hamburg. 9er. 48. 

$eterminanten bon $aul ©. Qftfcfjer, Oberlehrer an bet Cberrealfdjule $u 
©ro&»£td)terfelbe. 92c 402. 

ebene ©eomettte mit HO ametfarb. ßftguren tum ©. 9RaI)Ier, $rof. am <8bjn* 
nafium in Ulm. 9er. 41. 

$*rftettcnbe ©eometrie I mit 110 ftiguren bon Dr. ftob. $aufcner, $tof. an 
ber Uniberfitäi 3fena. 9fc. 142. 

n. SHtt 40 Sfiguten. 9fc. 143. 

@&ene imb fbfcärifdje Trigonometrie mit 70 fttguren bon Dr. ©erljarb Effen- 
berg, fßrtoatbogent an ber Jedjn. £od)fd)ule JBerlin. 9er. 99. 

6ttreometrie mit 44 gfiguren bon Dr. 9t ©lafer tn «Stuttgart 9fc. 97. 

ftiebere tlnatyfil mit 6 $tg. bon $tof. Dr. ©enebttt ©porer in fingen. 9er. 53. 

»ierfteUtge tafeln nnb ©egentafeln für ioaatttymifäjeS unb rrigonomerriftfe« 
Steinen in groet fjfarben gufammengefiellt bon Dr. $ermann ©er)ubert, 
Sßrof. an ber <Seler)ttenf(f)ule be§ ftoljanneuml in Hamburg. 9er. 81. 

SfflnffteUige gogarttDmen bon $rofeffor Bug. Wbler, fcireftor ber f. 1. ©taatt- 
oberrealferjule in ÄBten. 9h. 423. 

»natyrifae Geometrie ber Gbene mit 57 Figuren bon $rof. Dr. m. «Simon 
in «Strasburg. 9er. 65. 

Hufgabenfatmntung jur anatyrifdjen Geometrie ber (Sftene mit 32 fttg. bon 
£>. %f). 83urflen, $rofeffor am Sieälgtjmnafium in @d)mäb.*©münb. 9er. 256. 

gnafyrifdje Geometrie beS fttaumeS mit 28 tf&btlbungen bon $rofeffor Dr. 
9R. ©imon in ©ira&burg. 9fr. 89. 

»ufgabenfatnmtung s«r anatuttfcb,en ©eomerrie beS fflaumed mit 8 ftig. 
bon C. S#- dürften, $rof. am föealgrjmnaflum in ©cr)röäb.*<8munb. 9er. 309. 

£db,ere »natyfiS I: 2>iffereutfaireä)nnng mit 68 Figuren bon Dr. gfrtebrtdj 
3fun!er, $rof. am ftarßgrjmnaftum in (Stuttgart. 9fr. 87. 

— II: Sntegralredmung mit 89 ftiguten bon Dr. griebrld) ftunfer, $rof. am 
ftarligrjmnafium in (Stuttgart. 9fr. 88. 

9ie4>etttorium nnb ftufgabenfammlung $ur ^iffereutialreerjnung mit 46 Öfig. 
bon Dr. $riebr. Runter, 93wf. am ftarBgtjmnafium in Stuttgart 9er, 146. 

9teJ>etitorium unb Sinfgabenfammlung $nr Stoiegratredjnung mit 52 $ig. bon 
Dr. Qfriebr. 3unfer, $rof. am JrarBgtymnafium in Stuttgart 9er. 147. 

JJrojeftitoe ©eomerrie in fbntl)etifcr)er J8eb,anblung mit 91 fttg. bon Dr. ft. 
S)ocr)Iemamt, $rof. an ber Untberfität 9Jeünd&en. 9er. 72. 

SRataematifä)e Sfortnelfammlung nnb fttepetitorhtm bet 9Ratf)ematif, entb,. 
bie Rridjtigften gormein unb Serjrfäfce ber ttritljmettf, Algebra, algebraifdjen 
Wnatyfiä, ebenen ©eomerrie, (Stereometrie, ebenen unb fpr)ärifdf}en Trigono- 
metrie, matr). ©eograpb,ie, analtjt ©eometrie ber dbene unb be£ Waume«, 
■ber Differential- unb Sntegralredjnung bon O. Xt). ©ürüen, $rof. am 
Ägl. 9eealgbmnafium in <Scf)rD.«©münb. 9Wit 18 Figuren. 9er. 51. 

8 



©erftd)enmg3matbematit t>on Dr. «Ifreb ßoetotj, $rof. an bet Untoerfliftt 
grefburg f. ©r. 9?r. 180. 

9n$Oleid)unadved)itttno nad) ber SRetyobe bet fleinftai Dttabrate mit 15 fjtg. 
unb 2 tafeln oon 88iu). SBett&re3}t, $rofeffor bet Geobftfle in 
Stuttgart 92c 802. 

SeTtormtalttfiS bon Dr. ©iegfr. ©alenrhter, ^ribaibojent für $^fi! an bei 
Uniberfitftt »erltn. 3Rtt 11 ftiguren. 92c 854. 

3tftronomtfd)e ©cograWe mit 52 Figuren bon Dr. (Stegm. ©untrer, $rof. 
an ber £eä)n. $od)\d\ule in »Zündjen. 9lr. 92. 

»itrotftoftt. $te ©efdjaffenljelt ber $imme&!örper bon Dr. «Balter 8f. ÄBtt» 
ItcenuS, $rof. an ber Untberfttftt Strasburg. SRit 11 Wbbilbungen. 9?r. 91. 

Kftronomie. ©rö&e, ©emegung unb Entfernung ber $lmmeKIörper bon 
& gf. 9RöbiuS, neubearb. bon Dr. SB. fr SBlSltcenu*, $raf. an ber Unio. 
Strasburg. Sffltt 36 WbbUbungeu unb 1 ©ternlarte. 9*r. 11. 

Qeobflfie mit 66 ÄBbttbungen bon Dr. <£. SRehrtjerfc, $rof. an ber Xedjn. #oä> 
fd)ule $annober. 9Jr. 102. 

Raiitit fturger Wbrlß be* tftgliclj an ©orb bon #anbetef(fjfffen angetvanbten 
Xeill ber Sa^iffalftttfunbe mit 56 TO Übungen bon Dr. ftrana ©djulje, 
fcireftor ber 9tobtgation8fcfjule gu ßflbea\ 9tr. 84. 

<8eometrifdje3 Beidjnen bon $. ©etfer, «rdjtteft unb Srfjrer an, ber ©au* 
gewerrfdjnle in TOagbeburg, neu bearbeitet bon $rof. 3f. ©onberlmn, 
Sfreftor ber ftgl. ©augetoettföuie ju TOnfter i 38. 9Hii 290 Figuren unb 
23 Xafeln im fccjt. Kr. 58. 

IV Weitere Bänbe finb in Vorbereitung. Gleichseitig macht die 
Verlagsbanblung auf oie „Sammlung Schubert", eine Sammlung 
matbematifeber Cebrbüdjer, aufmerhfam. €in vollftänbiges Ver« 
3eicbnts biefer Sammlung, fowie ein ausfübrlicber matbema- 
tifeber Rata log ber 0. }. Göfcben'fcben Verlagsbanblung können 
hoftenfrei burdj jebe Ducbbanblung be3ogen werben. 



£er ntenfdjlidje florier, fein ©an unb feine Sätigfehen, bon <&. {Rebmann, 

Cberfdjulrat in ftarörulje. 8Wtt ©efunbljeiiSlcljre bon Dr. med. $. Seiler. 

9Rit 47 «bbtlbungen unb 1 Xafel. 9h. 18. 

ttrgefniidjte bet flRenfdföeit bon Dr. SWorta $oerne8, $rof. an ber Uniberfitftt 

SBten. 9Rit 53 Äbbilbungen. 9h;. 42. 

©öltertunbe bon Dr. SRicrjael $aberlanbt, !. u. I. Äufto* ber etljnogr. ©amm* 

lung be* naturfjiftor. $ofmufeum* u. SJribatbojent an ber Uniberfitftt SBlen. 

SKit 51 Wbbilbungen. 9ft. 73. 

SierTunbe bon Dr. gfranj b. SSBagner, $rof. an ber Untoerfitftt tgraj. 9JM 

78 HoBÜbungen. 9fr. 60. 

Jttrift ber ©iologie ber Ziere bon Dr. $einrtd) Stmroti), $rofcffor an ber 

Uniberfitftt Seiftig. 9fr. 131. 

ttergeograWe bon Dr. Wrnotb Sacobi, $rof. ber Soologie an ber ftgL Öoru- 

alabemie $u ^aranbt 9Kit 2 harten. 9hc 218. 



SaS Sterreidj. I: Säugetiere, bon O&erjrubienrat $rof. Dr. Jhrrt ftrmpert, 
©orjte$erbe8ftgL9iaturdien!abtnettt in (Stuttgart. 9Mtl5«ootIb. 92c 282. 

— HI: {Reptilien unb tKmtflÜMeit. ©on Dr. ßfrana SBerner, ^riuatbogent an 

bet Uniberfttät SBten. SDWt 48 «bbilbungeit. 9?r. 383. 

— IV: gtfcr)e, ton Dr. 9Ray töautljer, Sßribatbojent ber Soologie an bei Uni* 

berfttät ©tefjen. SWt 87 «D&bttbungen. 9fr. 356. 

(£nrtt>ia1itng8gefd)idite ber Steve bon $rof. Dr. 3fol)3. 9Heifenijetmer, $rioat* 

bojent ber Boologie an ber Unioerfttät 9Rarburg. I: gfurtrjung, Sßrtmitio» 

anlagen, Barben, ftonubttbung, ©mbrtjonanjullen. 9Htt 48 8ftg. 9fr. 378. 

— n : Organbltbung. 9Kit 46 fttguren. 9fr. 379. 
edjmafofte? «nb 8tf»maro$errmn in bet tietfrelt. Chrfte (Entführung tn bie 

tterlfdje 6d)maro&erIunbe bon Dr. grans b. SBagner, ißrofeffor an ber 

Unioerfttät ©ras. SWtt 67 Sü&bilbungen. 9fr. 151. 

$efd|idjte bet Soologie bon Dr. SRub. ©urtfljarbt, roeil. $ireftor ber ftoolo* 

gifdjen Station be8 öerliner Aquarium« in Äobigno föftrien). 9fr. 357. 
Sie $flanse, ftjr ©au unb ftjr Seben bon Oberlehrer Dr. (5. ftennert. 9Rit 

96 «bbllbungeu. 9fr. 44. 

SaÄ ^flanjenreio}. Ginteilung be$ gefamten $flau§enreid)8 mit ben ioia> 

tigften unb belannteften orten bon Dr. ft. SReinecte in ©re&lau unb Dr. 

SB. 9RtguIa, $rof. an ber ftorftaiabemte (Eifenad). mit 50 $fig. 9fr. 122. 
^ftanjenbiologte bon Dr. 23. SÄigula, Sßrof. an ber gorftafabemle ©fenncn. 

9Rit 50 Wbbilbungen. 9*r. 127. 

$f{aniengeograWe oon $rof. Dr. fiubiofg 3)tel3, «ßrifatbos. an ber Uniberf. 

©erlin. 9fr. 389. 

SRartfrotogie, Anatomie ttnb $()l)ftolagie ber tfftanjen bon Dr. 2B. SRigula, 

$rof. an ber ftorftalabemie @ifenad). 9Rtt 50 Slbbttbuttgen. 9fr. 141. 
Sie ^flanjenmeU ber (Betoäffer bon Dr. SB. SRigula, $rof. an ber gforftafabemie 

©ifenacr). mt 50 Stbbilbungen. 9fr. 158. 

(IgTurfiduSflora Don Seutfdjianb $um ©eftimmen ber läufigeren m $eutfa> 

Ianb nnlbtoadtfenben $flan$en öon Dr. SB. SWgttla, $rof. an ber Srorfl* 

alabemie eifenad). 2 Seile. 2ttit 100 9lbbilbungen. 9fr. 268, 269. 

Sie 9Jobe(ftöljer bon $rof. Dr. ft. SB. 9frger in Xfjaranbi. SWtt 85 2C&bit* 

bungen, 6 Tabellen unb 3 Äarten. 9fr. 355. 

Wu^flansen bon $rof. Dr. 3. ©eljrenä, ©orft ber @roffö. lanbioirtfdjaftl. 

©erfudjSanft. Wuguftenberg. mt 53 Figuren. 9fr. 123. 

Sa§ 6t)fiem ber ©liitetipffanaen mit StuSfrfjlufc ber (Stymnofpermen bon Dr. 

W. Pilger, Wffiftent am ftgL ©otanifcijen ©arten in ©erltn*$atjlem. 9ffit 

31 fttguren. 9?r. 393. 

SJflansenfranfyeiten bon Dr. SBerner griebrttr) ©ru<! in ©iefcen. HKit l färb. 

Xafel unb 45 ÄbbUbungen. JRr. 310. 

SRineralogte oon Dr. 9t. ©raun?, ^rofeffor an b. Uniberfttät ©onn. mt 130 m* 

Bilbuitgen. 9h. 29. 

©eologie in furjem QiuSaug für Schulen unb im (Selbftbelebrung sufammen» 

geftellt bon ^Jrof. Dr. eber^. ftraaä in Stuttgart. 9Kit 16 Slbbilbungen unb 

4 lafeln mit 51 giguren. 9ir. 13. 

Paläontologie bon Dr. SRub. ^oerneS, ^rofeffor an ber Uniberfttät @raa. 3Wtt 
87 Slbbilbungen. Vit. 95. 

^errograpt)«e bon Dr. SB. ©ru^n§, ^Srofeffor an ber Uniberfttät ©traßbtrrg i (5. 
3Rft 15 Wbbtlbungen. 9?r. 173. 
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fttiftaüogtoWe bon Dr. SB. ©rul)n8, $rof. an ber Unioerfitöt ©tra&burg. 

9Rtt 190 tlbbübungen. 92t. 210. 

Gefaxte bet $ltofit öon 8T. Äifhter, «ßrof. an bec ©roffö. 9tealf$ufe §u ©ta* 

Ijetm a. & I: $te «Profil Bis 9tetoton. 9Rit 13 fttguren. 9lr. 293. 

— II: 2>te $^nfü bon Newton bi* jur ©egennmrt. 9JHt 3 teuren. 9fr. 294. 
Sfteoretiftye $Wtt. L Seil: SRedjantt unb tSTuftit. 8on Dr. ©uftab Säger, 

$tof.bet^nfiTanbet3:e<^nif^en^O(^f(^ulein8Bien. 9Ritl99Ibb. 9h. 76. 

— H. Seil: Sid>t unb SBärme. »on Dr. ©uftab Säger, $rof. ber jpiftfif an ber 

%ed)n\fätn $odjfd&uIe in 2Bien. SRtt 47 OT&bilbungen. 9fr. 77. 

— m. Seil: ©eltriattftt unb SNagnertemu*. Jßon Dr. @uftab Saget, $tof. 

ber $^fif an ber Sedjnifdjen $o$f$uIt in SBien. 97ttt 33 Stt&ilb. 9fr. 78. 

— IV. Seil: ©eftromagnettidje JBidjttyeorte unb ©ettronif. ©on Dr. ©uftab 

Sager, $rof. ber Jßltofif an ber £ed&nifdjen $od)fä)ule in «Blen. 9RÜ 
21 gfigttten. 9fr. 374. 

»abioattibttät bon 8BÜT). Öfrommet. 2Rii 18 Figuren. 9fr. 317. 

Wftfttalifdje SReffungdmetyobeu bon Dr. SBÜTiefoi ©aljrbt, Oberlehrer an ber 
Cberrealfdjule in ©rofcßidjterfelbe. 9Rtt 49 gtauren. 9fr. 301. 

0efd)u4te ber Cremte bon Dr. $ugo ©auer, QCffiftent am d)em. ßa&oratortum 
ber ftgf. Xed&nifdjen $odjfalule Stuttgart. I: ©on ben älteren Reiten 
btd jur ©erbrennungSfl&eorie bon fiaboifier. 9fr. 264. 

— II: ©on ßaboifier bis $ur ©egenmart. 9fr. 265. 
»norganifdje Hernie bon Dr. Sof. ftlein in SRannljetm. 9fr. 37. 
SWetallotbe (3&torganifd)e Hernie I. Seil) bon Dr. OSfar ©d>mlbt, bipl. In- 
genieur, Wffiftent an ber ftgl. ©augetoerffdjule in «Stuttgart. 9fr. 21 1. 

Metalle (5tnorganlfcr)e Chemie II. Seil) bon Dr. OSIar ©djmibt, bi^I- Snge« 
nieur, «ffijient an ber ftgl. ©augetoerffdjule in Stuttgart Str. 212. 

JDrganifrfje Hernie bon Dr. Sof. Äletn in äRannfjetm. 9fr. 38. 

(Pjenrie ber ffoblenftoffbetbmbungen bon Dr. $ugo Sauer, ttffiftent am 
djem. Moratorium ber ftgl. Xedjn. $od)fd)ule Stuttgart. L II: Mliplja- 
ttfd&e »etblnbungen. 2 Seile. 9fr. 191, 192. 

— m: ftarbocl?nifd)e ©erbtnbungen. 9fr. 193. 

— IV: ßeteroctjHtfdje ©erbtnbungen. 9fr. 194. 
&naU)tiföe (Sljemie bon Dr. 3of>anne$ §oppt. I: Theorie unb (Sang ber 

Wnaltjfe. 9fr. 247. 

— II: Siealtion ber Htfetalloibe unb Metalle. 9fr. 248. 
SRa&anaUjfe bon Dr. Otto 9töl)m in Stuttgart. 9Rtt 14 ftig. 9fr. 221. 
Sedjnifdj'tö&emifdie Änaltrfe bon Dr. Ol. JBunge, $rof. an ber Gibgen. ^olQtedw. 

©d&ule in jjürld>. 8Mt 16 Ebbllbungen. 9fr. 195. 

©tereodjetnie bon Dr. @. SBebeftnb, $rofeffor an ber Unlberfität Tübingen. 

9JM 34 Stbbilbungen. 9fr. 201. 

Allgemeine unb Mtyfttalifdje Chemie bon Dr. 9Rag JRubotyljt, Sßrofeffor an 

ber Xecfjn. §od)]d)ule in 2)armftabt 9ßit 22 Figuren. 92t. 71. 

fcleftrodjetttie bon Dr. ^einrial 2)anneel in gfriebri d&8^agen. I. Xeil: £&eoretifdje 

(JIe!rrocf)emie unb ir)ce pt)t)fttalifa>d)emifd)en ©nmblagen. Wt 18 Öftguren. 

9fr. 252. 

— n : SiperimenteHe CHeftroalemie, SWefimet^oben, Seitfä^igfeit, fiöfungen. 

Wt 26 Oriauren. 97r. 253. 

Kgrtlulturi^emie. I: Vflattjenernäbrung bon Dr. ftarl Trauer. 9lt. 329. 
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$aÖ agtirwltttrdjemifdje Äotttrotltoefett b. Dr. $aul ftrift^c in Oöttlnöcn. 92t. 304. 

$ttfjfiologifd|e Hernie bon Dr. med. «. ßegalm in ©erlin. I: Limitation. 

SJ2it 2 Zafeln. 92t. 240. 

— II: fciffimilatton. SRit einet Xafel. 92t. 241. 

Meteorologie bon Dr. SB. fctabert, $rof. an bet Unibetfitöt 3fnn8btuä\ mt 

49 Slbbübungen unb 7 Xafeln. 9?t. 54. 

Qrbmagnetttmu*, drbftrotn unb $o!ar!id}t bon Dr. SC. 92ipöon>t it., 9J2itgtteb 

beS ftönigl. gSreufjifdjen 9J2eteorologifcr)en 3nftttut3 *u $ot3bam. SKit 

14 Stbbilbungen unb 3 lafeln. 92t. 175. 

flftamomie. ©rdjje, ©etoegung unb Entfernung bet $tmmelS!otbet bon 

0. 9. 9J2öbtu3, neu beatb. bon Dr. SB. fj. 2BtSIicenu3, $tof. an bet Untb. 

©ttaBbutg. 9J2it 36 SObbltbungen unb l ©temlartc. 92t. 11. 

Kfrro^kifit $te öefd&affenljeit bet $lmmete!öröet bon Dr. «Battet $. ©iSIU 

cenuS, $tof. an bet Uniberf. ©tra&burg. 9J2it 11 «bbilbungen. 92t. 91. 
8ftamomifd)€ &eogratof)ie öon Dr. ©iegm. ©untrer, *ßtof. an bet Xecfm. 

$oäjfd)ule in SRundjeu. 9J2it 52 »Ibbilbungen. 92t. 92. 

gftfifti* öeoßtab^ie bon Dr. ©tegm. $ün$et, $rof. an bet ftönigl. fcedjn. 

$odjfd)ute in 9J2ünd>en. äKii 32 ttbbilbungen. 92t. 26. 

f Wifdje SReeteSlunbe bon Dr. ©erwarb ©d&ott, SäbtettungSborfteljer an bet 

S>eutfd)en ©eetoarte in tfambutg. 9J2U 28 ST65. im %t& u. 8 Xaf. 92t. 112. 
Jttimaftmbe I: ungemeine ftlimaleljre bon $tof. Dr. 28. Stoppen, Meteorologe 

bet ©eetoarte Hamburg. SERit 7 Xaf. u. 2 ftig. 92t. 114. 

Weitere Bänbe Tino in Vorbereitung. 



»ibliotfjef jur q&fjgfif. 



@efd}id)te bet fftff! bon 51. ftifhtet, «rofeffot an bet ©tofclj. 92eal[d)ule ju 
(Sinsheim a. <B. I: 2>le $f)t}ft! bi* 92eroton. 3Mt 13 Sfig. 92t. 293. 

— II: 2>ie $ftofi! bon 92eh>ton bis jut Oegentoatt. SRit 13 gfiguten. 92t. 294. 
SfteoretifdK $IWil I: 9Jted>ani! unb ÖlhiftiL SBon Dr. ©uftab Saget, «Prof. 

an bet UntbetfttAt «Bien. 9J2it 19 Slbbilbungen. 92t. 76. 

— II: Sicr)t unb SBätme. SMt 47 Srbbilbungeu. 92t. 77. 

— m: dlelttiaität unb 2Ragneti3mu3. SWit 33 «bbilbungen. 92t. 78. 

— IV : GHe!ttomagnetifd)e ßidjttljeoiie unb eieftronif. Kon Dr. ©ujtab 

Säget, $rofeffot bet Sßltofix an bet Xed)nifd)en tfodjfdrole in «Bten. 9J2tt 

21 Sfiguten. 92t. 374. 

Wabioarribität bon 2BÜTj. Trommel. Wt 18 Figuren. 92t. 317. 

$ltoflfaJifd)e 9Reffimo3metf)obeit bon Dr. SSülelm ©aftbt, Oberlehrer an bet 

Obettealftfjule in $toß*£tdjtetfelbe. 8J2it 49 Qfiguten. 92t. 301. 

gjftfilalifffte «ufgabenfammlung bon ©. SDfoü)let, Sßtofeffot am fltymnaftum 

in Ulm. 9J2Ü ben Kefultoten. 92t. 243. 

$Wttalifd)t Sformelfatmnlwtg bon 0. Stoßet, $tofeffot am ©ijmnafium 

in Ulm. 92t. 136. 

BettoranaUjftS bon Dr. ©iegft. ©alenriuer, $tibatbosent für $^fi! an bet 

Unioerfität »etlin. mit 11 giguren. 92t. 354. 

■** Weitere Bänbe finb in Vorbereitung. 
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Stbliottjef 3Ut Cremte. 

©efdjldfte ber (Styemie bon Dr. $ugo ©auet, Äffiftent am djem. fiabotatotium 
bei ffgl. Xed)ntfd)en $od)fdjule (Stuttgart I: Son ben Älteften Selten 
bis jur ©etbtennungStljeotie bon ßabotjlet. 92t, 264. 

— II: 85on ßaboifiet bis gut ©egenroatt. 92t. 265. 
rTnorganifrfje Gtyeinie bon Dr. 3of. ftlein in 3D2annr)elm. 92c. 37. 
aWctoJIoibe («norganifdie Cljetttie I) bon Dr. OMat ©djmibt, bipL Ingenieur, 

ttffiftent an bet ftgl. ©augeroetffd&ule in Stuttgart. 92t, 211. 

Metalle (ftnuraantfdjt Cremte n) bon Dr. OSfat ©djmibt, bijrf. Ingenieur, 

«tffiftcnt an bet legt. ©augeroetlfd&ute in Stuttgart 92t. 212. 

JDrflanifdje Steinte bon Dr. $of. Klein in 9J2annl)etm. 92t. 38. 

Chemie bet Äot|lenftoffberbinbungen bon Dr. $ugo ©auet, Mffiftent am 

d)em. Laboratorium bet ÄgL £ed)n. $odjfd)ule Stuttgart I, II: 8ttty>r)a» 

tifdje ©etbinbungen. 2 Zeile. 92r. 191, 192. 

— m: ftatbocljllifdje ©erbinbungen. 

— IV: $etetoct)!lifcr)e ©erbtnbungen. 



92t. 193. 
92t, 194. 

«ttaltjtifdje d^tmlt bon Dr. 3ol;annc3 tfotope. I: X$eorte nnb @ang bet 

92t. 247. 
92t. 248. 
92t. 221. 



SlnaUjfe. 

— II: 82ea!tion bet HRetaÜoibe unb Sttetatle. 
SRagauatyfe bon Dr. Otto Stöfjm in Stuttgart. 9J2Ü 14 $ig. 
Sed)nifd)-<S1)einifri)e ftnatyft bon Dr. @. fiunge, $tofeffot an bet (Eibgenöff. 

$olb,tedm. Scrjufe in Sürirf). 9)?it 16 Hbbilbungen. 92r. 195. 

etereo^emie bon Dr. @. SBebefinb, Sßrofeffot an bet Uniberfität Xü&lugen. 

2Hit 84 STbbilbungen. 92t. 201. 

allgemeine nnb b^fifalifcbe Chemie bon Dr. 9Raj fliubotybi, ^rofeffot an 

bet Xedjnifdjen $oct)fd)ule in ©atmftabt. 9J2it 22 gtg. 92t. 71. 

(HeYtaMftemie bon Dr.$einttdj $anneel in grtebridjäljagen. I. %eü: 33)eotetifd)e 

(He!ttod)emie u. ffjre öl)bjilaltfa>d)emifcr)en Qfeunbtogen. SRit 18 gig. 92t. 252. 

— II: ©Eperimentelle (Slcfrrodjemie, SRcßmettjoben, ßeitfä^igfeit, ßöfimgen. 

9flit 26 flftguren. 92r. 253. 

rTgriftttturaVmie I: $flanaenernä$rung bon Dr. ftarl ©tauet. 92t. 329. 
$aS aarirulturtfjentiftie ftontrotttoefen b. Dr. $anIJrrifd)e in 05irmgen.92t.3O4. 
^^fiologiftbe Chemie bon Dr. med. 9t ßegaljn in ©erlin. I : Hffimitatton. 

9J2Ü 2 fcafeliu • 92t. 24a 

— H: Slffümlation. 9J2it 1 Safel 92t. 241. 
Siebe aueb „Technologie". Weitere Bänbe finb in Vorbereitung. 



Sibliotyef )ut Xegnologie. 

GfteittiMe Xegitologie. 

allgemeine djemifrijetedmologieb. Dr. ©uft Kantet in (Rjatlottenburg. 92t. 113. 

Sit ftette unb (Die fohrie bie Seifen" nnb Stenenfatottatfün unb bie $arje f 
fiatfe, ftirnifft mit U)ten roicfjttgften $ttf8ftoffen bon Dr. ftarl ©raun. 
I: ®mfub,rung in bie Cremte, ©efpttgung etniget Salje unb bie ftette 
unb Cle. 9lt. 335. 

— II: S)te Seifenfa&rtfation, bie Setfenanaltjfe unb bie Sretgenfabtilation. SRit 

25 «bbilbungen. 92t. 336. 

— III: $ar$e, 2ade, Sfirniffe. 92r. 337. 
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Sie GstPfofUiltoffe. Ginfflfynrao in bie <S$emte ber ejjrtofiben Sotgonge bon 

Dr. $. »tunStoig in 92euba&elfibetg. fflWt 16 «Obbübungen. 92t. 333. 
ffonteretoefes I: SWäijerei bon Dr. $aul Stebetljoff, Siteftot ber ©tauet* 

tmb HKdljcrfc^uIe in Grimma, SRtt 16 «Beübungen. 92t. 303. 

Sa0 SBaffer unb feine ©ertoenbung in 3fnbufttte unb ©etoetbe bon ©iju'.-gfng. 

Dr. (Jrnft fielet. 9Rtt 15 Wbbtflmngen. 92t. 261. 

Knorganifdje djemifitye 3nbnfrrie bon Dr. @ufL Stautet ht Gnjatlottenbutg. 

I: Sie fiebfancfobatnbufttle unb Ü)te 92eBenaroeige. SJ2it 12 Zafetn. 92t, 205. 

— II: 6alinentoefen, Äalifalje, Süngettnbufttie unb ©ettoanbtefi. Mit 6 £af. 

92t, 206. 

— m: ttnorgifctlfcf)e (S$emtf$e Präparate. Mit 6 Xafeln. 92t. 207. 
«ttannrgie bon Dr. «ug. ©etfc. 2 ©be. Mit 21 fttg. 92t. 313, 314. 
Sie Snbnftrie ber ©Utfate, ber iünfttidjen ©anflehte unb be$ 9R8rtetd bon 

Dr. Gitftob Stautet. I: ©tos* unb letamtfdje gnbufttte. 9Rit 12 Safein. 

92t. 233. 

— II: Die 3nbu|Wc bei tünfHldjen ©auftetne unb beS MötteÖ. Mit 12 Xaf. 

92t. 234. 

Sie teetfarbftoffe mit Bcfonbetet ©etfi<ffid&ttgung bet fb,nt$etffd)en Mettjoben 

bon Dr. $an* ©Ureter, gjrofeffot a. b. legt. Xedjniföen $od)fc&ule Sterben. 

92t. 214. 

SRedjaitiföe Xegnologie. 

9Ned)anifd)e Senologie bon ©ei). $oftat Sßtof. 8L fiübtefe in ©taunfdjtoefg. 

92t. 340, 341. 

£egttf-3nbitftrie I : ©pmnetei unb Stoitnetet bon *ßtof. Mas ©ürtlet, ©el). 

92egietungfitat im ftönigt. £anbe*getoetbeamt au Setiin. Mit 39 3fig. 92t. 184. 

— II : ÄBebetel, SBitfetei, Sßofamentieteret, <5pu3en> unb ©atbinenfabrifatton 

unb Srilafabtitation bon $tof. Maj ©ürtlet, ©elj. 92egietung*tat im Äönigl. 
ßanbefigetoetbeamt ju ©erlitt. Mit 27 ftiguten. 92t. 185. 

— in: «Bäfdjetet, ©leitetet, Färberei unb ttjte $ilf3floffe bon Dr. SBil$. 

SWaffot, Sekret an bei Sßteujj. $öl). 8fad)fd)ule füt EejiU^nbufrtie in Äte- 
felb. Mit 28 Figuren. 92t. 186. 

Weitere Bänbe fino in Vorbereitung. 



SibUoQei 311 beit 3nflenieuttt)if jtnf^aften. 

Sa8 Keinen in ber Sedjnif u. feine $ilf8mtttel (82edjenfc5ie&et, 82edjentafeln, 
SRedjenmafdtfnen ufio.) bon Ingenieur 3o$. ©ugen Matjet in Stattfinde i. ©. 
Mit 30 «06b. 92r. 405. 

MateriatbrflfungSniefen. ©infüljnmg in bie mobetne Xedjni! bet Materialprüfung 
bon Ä. Memmlet, $ü)iom»3ngenieut, ftänb. Mitarbeiter am ßgL Material* 
ptüfungfiamte }u ©tofj-ßid&tetfelbe. 1: Matetialeigenfdfaften. — gfeftigteitft* 
beifüge. — Hilfsmittel für gefttgtelöbetfudje. Mit 58 gfiguten. 92t, 311. 

— II: SRetaaprüfung unb Prüfung bon $üffimatettalten befi MafdjtnenbaueS. 

— ©aumatetialptüfung. — Sßajrterptüfung. — ©djmiermittelptüfung. — 

©nige« übet Metallogtalrtjie. Mit 31 Sfiguten. 92t. 312. 

6tatit I: Sie ©tunblefren bet @tati! ftattet ftörber bon SB. $anfiet, $tblom- 

Ingenieur. Mit 82 giguren. 92t. 178. 

— II: «naetoanbte Statin. Mit 61 fifiauten. 92t, 179. 



ftfeftigleitffetyre bim SB. $auber, SÜ;Iom*3fngenieur. 9Rii 56 Ötguren. 92t. 288. 

$t>brau!W b. ©. tfmtber, Sibtom-Sngenieur in Stuttgart. 3Rtt 44 SHß. 9fr. 397. 

(BeometrifdjeS Seidenen bon $. JBeder, ttrd)tteft unb Beeret an ber fBau* 
gett-erlfdjule tn SKagbeburg, neubearbettet bon Sßrofeffot 3. Conberlhm 
in 9Künfter. tRtt 290 Sffguren unb 23 Safein im Xejt. Kr. 58. 

$erfbeftibe nebft entern 8&u)ang über ©djattenlonjrrultton unb $arattetper» 
ftoettibe bon 8lrd)iteft $an8 gregberger, Oberleder an ber ©augetoer!* 
fdjule Äöln. SRit 88 «bbUbungen. 9fr. 57. 

Gfiatttut onftruttioneit bon $rof. 3. Bonberlmn in 9Bünfter. 2RÜ 114 gftguren. 

9fr. 236. 

$arattefyetf»e!tibe. 8frd&t»tnIHge unb fdjiefrotnntge Ökonometrie bon $rof. 
3. »onberlinn in SRünfter. SRit 121 giguren. 9fr. 260. 

Sedjntfäe« fBdttetbud) bon «rid& ftrebS in ©erltn. I. Seil: $eutfa><£nßUfd). 

9fr. 395. 

— n. Seil: @ngIifa>Seuifd&. 9fr. 396. 
(Sleftrotediuit. (Sinfüljrung in bie moberne ©leta> unb «Bedjfelftromtedjni! 

bon 3f. $errmann, $rofeffor an ber ftbntgltdj Sed&nifdjen $od)fd)ule ©tutt» 
gart. I: Sie bljtjfilaiifdjen ©runblagen. 9Rii 47 Figuren. 9fr. 196. 

— II: Sie ©letdjfrromted&m!. 9Wt 74 giguren. 9lr. 197. 

— IH: Sie 893ed)feIflromtedjnii. SDWt 109 Sfiguren. 9fr. 198. 
Sie @leiif)ftromtttafd)ine bon C. ftinftbrunner, Ingenieur unb Sogent für 

©leftrotedjni! an ber SRuntcipal ©dfjool of Xedmologb, in 9Rand)efter. 9Rit 

78 Qfiguren. 9fr. 257. 

Sa3 ftetnfytedjtoefen bon Dr. fiubloig föetlftab in ©erlin. 9Rti 47 Figuren 

unb 1 Safel 9fr. 155. 

Sie eletrriföe Sefefitatfjie bon Dr. ßubioig Btellftab. 9Rtt I9gfiguren. 9fr. 172. 
Stautet' u. 6teinljaitrrat&eiten bon Dr. phiL u. Sr.-3ng. (Sbuarb ©dfjmitt 

in Sarmftabt. 8 ©änbd&en. 9Rit bielen Wbbtlbungen. 9lr. 419—421. 
GifeuTonftruitionen im $od)bait. Äuragefa&tea $anbbud) mit ©etfbtelen bon 

Ingenieur Äarl ©djinbler in 9Re$en. SRit 115 gfiguren. 9fr. 322. 

Set eifenbetonban bon «eg.*©aumeifter Äarl Std&le in »erltn-Steglifc. 

SRtt 77 «bbttbungen. 9fr. 349. 

Weisung unb Lüftung bon Ingenieur 3o$annet ftbrttng, Sireltor ber OTt.« 

Qef. ©ebrüber ftbrttng in Süffeiborf. I: Sa« ©efen unb bie Beregnung 

ber $ei3una> unb Lüftungsanlagen. 9Rit 34 Sfiguren. 9fr. 342. 

— II: Sie Hu8fül)rttng ber $eiaung3» unb Lüftungsanlagen. 9Rit 191 Oft* 

guren. 9fr. 343. 

GtaS- unb SBaffettaftanationeit mit CHnfifcUift ber Sttortanlagen bon Dr. phil. 

u. Sr.-3fng. ©buarb «Schmitt in Sarmftabt 2Rtt 119 Hbbilb. 9fr. 412. 

Sa3 ©eranfdjlagen im 4odj&m. Aufgefaßte» $anbbui& über bat XBefen bei 
ftoftenanfdjlage* bon(Emü ©euttnger, Hrd&itett ».S.A., tfffiftent an ber Seä> 
nifdjen £odjfd)ule in Sarmftabt. 9RÜ bielen giguren. 9fr. 885. 

©aufflfirima. Shtrsgefaftte* tymbbud) über ba* XBefen ber ©aufüljrung bon 
9trcf>itelt (ftntl ©eutinger, Wfftftent an ber Sedjntfdjen $otf>fd)ule in Sarm- 
ftabt. 9Rit 25 Figuren unb 11 SabeOen. 9fr. 899. 

Öffentliche ©abc- nnb 6d)»immanftaiten Dr. ftarl SBolff, 6tabt«0berbaurat 
in ^annober. 9JHt 50 9ig. 9fr. 380. 
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Sie aRafdtfnenelemente. ftuxggefa&te* ßefjtbucf) mit ©eiftjielen für ba* ©ettjt- 
ftubium unb bat praftifd)en Öfebtaudj oon &tiebtt$ ©attlj, Obettngenleut 
in 92utnbetg. 9TOÜ 86 Sfiguten. 92t. 3. 

(Bfentjütteufunbe bon 8L fttaufe, bttfomiertet $fitteningenteut. I: $a* töolj* 
eifen. 9J2it 17 giguten unb 4 Xafeln. 92r. 152. 

— It: $a3 ©djmiebeifen. 9J2tt 25 Figuren unb 5 Xafeln. 9lr. 153. 
£ed)ttifd)e SBffrmeleQre (Sftetinobtyuimif ) oon R. SBaltfjer unb 9J2. JRöttinget, 

®ÜJlom*3ngenieuten. SRit 64 ftiguten. 92t. 242. 

Sie Satityfmafdiine. Rutsgefaijte* ßeljtbud) mit ©eifpielen für baS ©elbft» 
ftubhim unb ben ptaltifdjen ©ebtaud) oon Sfitebttd) ©attlj, Obettngemeut 
tn Nürnberg. 9J2it 48 Figuren. 92t. 8. 

Sie Satityfleffel. ftutjgefaßte* ßeljtbud) mit ©eifotelen für ba8 ©e©|rftttbtttnt 
unb ben praltifdjen Gebtandj Don Qfttebttd) ©attlj, ©betingenteut in 
92fltnbetg. 9J2tt 67 gftguten. 92t, 9. 

Sie ©öSfraftmafdjtnen. Äurjgefalste ^arftellung bet roidjttgften ®a§mafd)inen« 
Bauarten b. Ingenieur «Ifteb ftitfdjfe in #alle a. ©. 9Rtt 55 Öfiguten. 92t.3l6. 

Sie Sautfcfrnrbinen, fljte SBtttungStoeife unb ftonftruftüm bon Ingenieur 
^ermann SEBttba, ^rofeffot am ftaatt. ledjmfum in ©temen. 9J2it 104 9H>- 
bflbungen. 9h. 274. 

Sie $K>etfm8ttgfre ©etrtebSfraft bon ffttebricf) ©artf), ßberingenteut in 92firn* 
Berg. I: $te mit S>amfcf betriebenen 9J2ototen nebft 22 Tabellen übet 
ß>re Hnfd&affungS» unb ©etrteb8loften. SKit 14 «bbttbungen. 92r, 224. 

— II: ©etfdjiebene Motoren nebft 89 Tabellen über Ü)te Änfdjaffung** unb 

©etttebSIoften. 3J2tt 29 «bbflbungen. 92t. 225. 

Sie geliegeitge, tljre ffonftrultion unb ©eredjnung bon Ingenieur Hermann 

SBtlba, «ßrof. am ftaatl. Xedfjnttum in Sternen. 3J2tt 399 Abbifbungen. 

92t. 414. 
$mnj>en, fabrauiifdje unb *>ncmnöHfdje Anlagen. Sin hirjet überblicf bon 

StegietungSbaumeißet Shtbolf ©ogbt, Cberieljret an btt ftdnigL Ijöljeien 

9Wafrf)inenbaufcr)uIe in $ofen. 2J2tt 59 «bbilbungen. 92r. 290. 

Sie fanbtoirtftiaftfidien 9Rafd)inen bon Änrl ©aläjer, ajitfoin^ngenieut in 

SJ2annl)etin. 8 »anbeten. 9J2ii Helen SIbbilbungen. 92t. 407—409. 

Wautil. fturjet «btij» be* täglich an ©orb oon £anbel*fdjiffen angemanbten 

Xeitt bet 6$iffa!)rt8!unbe. ©on Dr. fttani ©djulfle, Stteftot bet 92at>i* 

gationSfdjuIe flu Sflbed. 9J2tt 56 ttbbtlbungen. 92t. 84. 

Weitere Bänoe finö in Vorbereitung. 



SibHotljef 311 ben 9te$t$* u. Staatstotf fenf^af tetu 

ungemeine ffled)tg(ef)te bon Dr. 2$. @tetnbetg, ^rtöatbojent an bet Unibetf. 
Saufanne. I: Sie 9J2etI)obe. 92t. 169. 

— H: $a« ©tjftem. 92t. 170. 

ttedjt be» »örgetltajen 0efd?butfje8. Bmeited 83u<f>: (Sa>ulbted)t I. Ab- 
teilung: SOIfiemetne Seiten bon Dr. $aul Oettmann, ^tofeffot an bet 
Unibetfität Erlangen. 92t. 323. 

IL Abteilung: Sie ehqelnen @djulbbet$älrntffe bon Dr. $au! Oerrmann, 

^tofeffot an bet Unibetfität (fttangen. 92t. 324. 
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Äedjt beSSfir «erlief) en ©efetjbudjeS. Viertes ©u<f): gatntltentedji bon Dr. $etn- 

tidj Xtfce, ^tofeffot an bet Unit), ©Ortingen. 9h. 305. 

$a£ betttfc^e 6etted)t bon Dr. Otto ©taribift, Obettanbtfgettdjtttat tn Hamburg. 

8 ©&nbe. 92t. 386, 387. 

$oftted}t bon Dr. Hlfteb SBolde, $ofhnfbertor in ©onn. 92t. 425. 

Hflgetneine 6taat8tefjre bon Dr. $ermann 82el)m, $rof. an bet Unibetfitftt 

©ttaßbutg i. <S. 92t. 358. 

tHlgetnetneS @taat9red)t bon Dr. 3utiu3 ßatftfjef, $rof. bet 9*ecf)te an bet 

ffgL «labemie in $ofen. 3 ©anbd&en. 92r. 415—417. 

$reu§if$e9 Staatsrecht bon Dr. ftrifc @tter«@omto, #tof. an ber. Unibetf. 

©onn. 8 Seile. 9h:, 298, 299. 

SHvd)eitred)t bon Dr. (Emil ©etjling, orb. $tof. bet Weckte tn ©clangen. 

92r. 377. 
$a& beutfd)e ttr^e&emtfji an titerattfdjen, Iün|Uerifd)en unb geioerblidjen 

©djöpfungen, mit befonbetet ©etücffidjtiguna. bet internationalen ©erfrage 

bon Dr. ©ujtab Stautet, $atentantoalt in (Ebatloitenbutg. 92t, 263. 

Set internationale aenterftttd)e Wetfjt9frt)n(j bon 3- 92euberg, ftatfed. 8te* 

gierungStat, Jttitglieb beft ftatfetl. Patentamts }u ©etltn. 9fr. 271. 

$a3 tt*l}e&errea)t an SBetfen bet ßtieraiut unb bet Xonhmft, ba£ ©etlagStedjt 

unb ba8 Urfjebettedjt an SEBetfen bet bilbenben fünfte unb bet ^fjotOQtapfjie 

bon (Staatsanwalt Dr. 3. ©djltttgen in ©fjemntfe. 92t. 361. 

$aS SBareh$eid)e*reaH 92aä) bem GJefefc jum ©djufc ber Staenoegeicfmungen 

bom 12. 9Rai 1894 bon $. 92eubetg, Äaifetl. SftegietungSrat, SRitglieb be* 

ftaifetl. Patentamtes ju ©etltn. 92t. 860. 

Set unlautere SBettbetoero bon 92eä)t3antoalt Dr. SRartin SBaffetmann in 

Hamburg. 91t, 339. 

SeutfdjeS ftotonialrtdjt bon Dr. $. Sbter b. $offmann, ^tibatbojent an bet 

Unibetfitftt «Ottingen. 92t, 318. 

äRMtarftrafrertjt bon Dr. 3J2at (Etnft SNatjet, $rof. an bet Unibetfitftt ©ttafj- 

butg i. <Z. 2 ©ftnbe. 92t. 371, 372. 

Seutfdjr SBe^rberfaffuna bon fttteg8gettd)tStat Had (SnbteS in 9Büt}butg. 

92r, 401. 
$orenflfd)e $fyd)iatrie bon $tof. Dr. SB. SBei>ganbt in «Bürsburg. 2 ©ftnbdjen. 

92t. 410 u. 411. 

Weitere Bände ftno in Vorbereitung. 



öoHswirtfdjaftH^e ©iblii>tf»cf. 

©oW8nilrtfdjaftMetjte bon Dr. (Earl $oI)*. %uäß, $rofeffor an bet Uniberfitftt 

greiburg i. ©r. 92t. 133. 

SoltStoirtfdiafttyMttttt bon $räftbent Dr. 92. ban bet ©otg$t in Setiin. 92t. 177. 
(gehterbefeefen bon Dr. SBernet Soxribazt, ^tofeffot an bet $anbeldljoa)fa)uIe 

©erlin. 2 ©änbe. 92t. 203, 204. 

$ad Gknoffenfiljaftöutefcn in Sentfajlanb. ©on Dr. Otto fimbeefe, ©efcetär 

beS #autotberbanbe3 beutfdjet getbetbiidjer ©enoffenfdjaften. 92t. 384. 
Da3 gAnbetStpefen bon Dr. SBüTj. ßerj«, $rofeffot an bet Unibetfitftt mu 

tingen. I: $a* £anbeßbetfonaI unb bet SBatetrijanbel. 92t. 296. 
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Sftl ganbetttoefen bon Dr. SMIQ. Seji*, Sßrofeffor an bet Uniberfität «fit- 

ttnaen. n. Sie (Sffelten&drfe unb bie innere 4>anbcl5polltiI. Kr. 297. 
Htttofrtige äanbeityolitif bon Dr. $einrtc$ ©iebefing, $rofeffor an bet 

Unibcrfitdt SJtarourg. Kr. 245. 

S«ft tkrfidjetmtadniffett bon Dr. jur. $aul SRoibenljauer, Sojent bet JBer» 

fidjerung*»oiffenfdjaft an bet $anbeI3fjodjfä)ule ßöln. Kr. 262. 

Sie aettetblitfje Arbeiterfrage bon Dr. SBerner ©ombart, $rofeffor an bet 

$anbel89o4fd)uIe »eriin. Kr. 209. 

Sie Shrtritemrfid)ening bon $rofeffor Dr. tflfreb Dtone* in ©erfin. Kr. 267. 
9bMttftt9iffe*f4aft bon $r&fibent Dr. 91. ban ber ©org$t in ©erlitt. I. HUaemeiner 

Xeü. Kr. 148. 

— IL ©efonberer Xett (©teuerleljre). Kr. 391. 

Cfoftiofogie bon $rof. Dr. 2$oma9 9l$eli9 in Bremen. 9er. 101. 

Sie (&tt»icn*ug ber foiiatat frage bon $rofeffot Dr. gerb. Xdnnte* in 

(Eutin. Kr. 353. 

Xrmentoefen ttnb Sfanenfirforge. (SinfJupung in bie fosiale $Uf*ar6eit bon 

Dr. ttbolf «Be&er, Soften* an ber Uniberfität in Sonn. Kr. 346. 

Wettere Bände fino in Vorbereitung. 



»ibliotyef. 

Sie dnrfteliuig be9 SUten Seßament* bon £ic. Dr. SB. ©taerl in gena. Kr. 272. 
Bttreftamentttdie ftefiaiottSgefdWre bon D. Dr. Was fidljr, $rofeffor an ber 

Uniberfität ©rtflau. Kr. 292. 

Gkfiftufye 3frael8 btt auf bie grledjifc&e Seit bon £ic. Dr. 3. ©enfttnger. Kr. 231. 
Äanbe»- tt. »oWSInnbe tpalttfttna* bon Lic. Dr. ©uftab $dlfdjer in $aHe. 

SWt 8 ©oÜMbern unb 1 ftarte. Kr. 845. 

SteCEnrftefjmtg b. KeuesSeffomentg b. $rf. Sic. Dr. Sari «lernen tn»onn. Kr.285. 
Sie dttttoidlimo ber d>riftlid)eu Sieitaion innerhalb bei bleuen Xeftament« 

bon $rof. Sic. Dr. (garl (Sternen in ©onn. Kr. 388. 

Keuteftamentlttfje 3*itöefä)tä)ie bon Sic. Dr. 2B. ©taerl in ftena. I: 3) er 

$lftorifd&e u. fulturgef$ta)ttt$e $intergrunb be* Urd)rlftentum3. 9ir. 325. 
— II: Sie Religion be8 3ubentum3 im ßeitalter bei $ellent3mu3 unb ber 

Kömerljerrfdjaft. 9h;. 326. 

Vorig ber beraleidjenbes Keligion3toiffenftf)aft bon $rof. Dr. Xi). ttdjeltt 

in ©remen. 9er. 208. 

Snbiföe Keliaiim8gefd)iö}te bon $rof. Dr. (Jbinunb $arb$. Kr. 83. 

©ttbbfta bon $rofeffor Dr. (Ebmuub &arbt). 9er. 174. 

(Briedjifdje unb rftmiMe StyÜjoloaie bon Dr. ^ermann ©teubing, $rofeffor 

am ftgl. ©tjmnafium in SButjcn. Kr. 27. 

@ennanifa>e SRntijdlogie bon Dr. & äftogr, $rof. an ber Unib. Seidig. Kr. 15. 
Sie bentfdie $elbenfage bon Dr. Otto ßuitpolb Siricftef, $rofeffor an ber 

Uniberfität fünfter. Kr. 32. 

Weitere Bänbe finb in Vorbereitung. 
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tßäbagogiföe Sibltotljef- 

^äbagogtt im ©runbttf» bon $tofeffor Dr. SB. Stein, S>treItot be3 $äba* 

gogifdjen (Seminars an bet Uniberfitdt in 3ena. 92r. 12. 

@efi!jiri)te bet ^äbagogt* bon O&erleljret Dr. $. «Betmet in SBieflBaben. 92t. 145. 
6djttttPra£i3. 9Retf)obif bet SBolföfdjuIe bon Dr. 8*. ©etjfert, ©eminatbtteftot 

m Sfcftobau. 92t. 50. 

Sa§ öffenttidje UnierriifttSttiefen Seutf$(aub$ in bet ©eflentoart bon Dr. 

$aul (Stöhnet, etymnaftalo&erteljtet in £tt>icfau. 92t. 130. 

«fcfdjldjte be§ betttfdjen UnterriditSttefenS bon ?J3rofeffot Dr. gfriebrtdj ©eilet, 

Btreftot be* #6niattd)en ©tjmnaftumS gu Äuäau. I: 83on Anfang an 6i* 

Sunt @nbe beS 18. 3aljrl)unber8. 92r. 275. 

— n: Jßom Seginn be3 19. 3aJ&rIjunbert8 Btt auf bie ©egentoart. 92r, 276. 
Sa* beutfdje ftortBUbungWuItoefen nad) feiner gefd&id&tild&en (Snttbidftung 

unb in feiner gegenwärtigen ÖJeftalt bon #. SterdS, ©ireftor bet ftäbt. 

8fortBttbung8fd)uIen in £eibe l golftein. 92r. 392. 

Sie beutfcfye @djtde im ftuStanbe bon $cmä «mtfjein, Direftor bet beutfdjen 

©d&ule in Süttid^. 92r. 259. 

3eia)enf4ttle bon $rofeffor Ä. Äimmldj in Ulm. fflWt 18 Xafeln in ton-, 

gatoen* u. ©olbbrucf u. 200 SSoII* u. XegtBtlbem. 92r. 39. 

©ftoegungSfbiele bon Dr. @. Äoltfraufdj, «ßtof. am flgt. Änifet SBiföelm*« 

Gtymnafium gu ßannober. 9J2U 14 ttb&Ubungen. 92t. 96. 

Weitere Bänbe fino in Vorbereitung. 



SiMiottjef sut Äunft. 



@efd)id)te bet SRalcrei L II. HL IV. V. bon Dr. 8tid). 9J2uttjet, $tof. an bet 

Unibetfitftt »reflau. 92r. 107—111. 

Stilfunbe bon $rof. ßarl Otto $artmann in Stuttgart. Wt 7 »ouMbern 

unb 195 fcertflluffcationen. 92r. 80. 

Sic ©anfunft beS HoenblanbeS bon Dr. Ä. ©rfjäfer, Stfftftent am ©etoerbe* 

mufeum in Sternen. 2J2it 22 IttBBiibungen. 92t. 74. 

Sie $Iaftif be§ 9lbenblanbe§ bon Dr. $an* ©tegmann, Äonferbatot am 

@erman. 92ationaImufeum gu Nürnberg. 9J2Ü 23 Xafeln. 92t. 116. 

Sie $faftit feit Srginu be$ 19. $al)rf}unbert§ bon 8t. $eihnei}et in SKfind&en. 

SD2it 41 SJoIIBilbetn auf ametitanifdjein ßunftbrucfbapier. 92r. 321. 

Sie aratfjifiljeti Äünfte b. Sari ftampmann, 8fadjlel)rer an bet 1!. <&tapf)ifäen 

fieljt» u. SBetfudjSanftalt in Sien. 9Rit galjitetd&en Stbbilb. u. ©eilagen. 92t.75. 
Sie tpfjotoßtapftie bon §. tieftet, $tof. an bet 1. 1. <8taj>l)ifd)en ßeljt- unb 

JBerfucfyJanftalt in SBten. 9J2tt 4 Xafeln unb 52 2fl&BtIbungen. 92t. 94. 
Weitere Bänbe finb in Vorbereitung. 



©ibiiott)ef 311t fflhifif. 



SlUgctneiue aRufWcljre bon ©tetfjan Ätefct in ßetyjig. 92t. 220. 

URufif alifole «fufHt bon Dr. ftarl £. (Schäfer, Sojent an bet Uniberfitftt öerlüt. 

9ßit 35 gft&ilbungen. 92t. 21. 

Harmonielehre bon 21. $alm. 9Rit bielen 92otenbeiIagen. 92t. 120. 
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SRttfilaftfifte ftormenldpe (tfombofiriottSiebre) bon (Stefan ffreljt. I. IL 
SKit Helen «Rotenbeifpielen. 9fr. 149, 150. 

ßontrabunft. 2)te ßeljte bon ber felbftänbigen (Stimmführung bon (Stefan 
«teljl in ßei^ifl. »-'• 390. 

fRnfttäWettt bon Dr. ft. Ofcun8ib ht Stuttgart. 9te. 344. 

Olefdjidjte bet alten unb utirtelttltedttfen SRufif bon Dr. 9t. gRöfler, 3JHt 
jaljlretcfjen «bbilbungen unb 9Wufil&eiIagen. I. II. 91t. 121, 847. 

SRnftt aeffftititrbt* 17. «.18. Saftrftmtbef « b. Dr. *. OfeunSfy i. «Stuttgart. 9fr.239. 

— feit Ceßlnn bc3 19. SatjrfjttnbertS bon Dr. ft. önmSty in Stuttgart L n. 

9er. 164, 165. 
Weitere Bänbe fino in Vorbereitung. 



SiMiottjef 311t fianb* unb gotfttoittf^aft. 

Vtfertau- unb ^fiaujeubttulefae bon Dr. $äul fölWert in ©erlin unb (groß 
fiangenBecf in ©od&um. 9er. 232. 

£anbn»trtfä)afWä)e ©etrtcbölebre bon ©rnft ßangen&ecf in JBod&um. 9h. 227. 

»flßemeinc unb foeaieaeSicrsutftleljre bon Dr. $aul Rippext in ©erlin. 9fr.228. 

Ägrifulrurcbemie I: ^flanjenernäljrung bon Dr. Äarl ©rauer. 9ft. 329. 

$a£ aarifultur<$etttif#e ftoutroHnicfen b. Dr. $aut Ärtfdje in ©ötiingen. «Rr. 304. 

ffifdjetei uub 8fifä)$ud)t oon Dr. jtarl (gefftetn, «ßrof. an bei gorftalabemie 
©berStoaibe, itt&teüuugSbirigent bei ber ßauptftation bc3 forftlid)en «et- 
fud)8roefen3. 9h. 159. 

9orfttoiffenfa)aft bon Dr. 2U>.@d)toaj>pa#, $tof. an ber gforftafabem. ©öerftoalbe, 
^teüungSbirigentbeiberäaupifiation b. forftlidjen JBerfudjSroefenS. 9h. 106. 
Weitere Bänbe fino in Vorbereitung. 



^anbelsioiffenfc&aftUdje StMiotfcef. 

6tt4fuf}rung in einfanden unb bo Welten Soften bon fRoUtt ©tern,» Ober- 
lehrer ber Öffentlichen ßanbeßleljranftalt unb S)ojent bet $anbel3l)oä> 
fdfrule au Seipjig. 9ttit ftormuforen. 9ft. 115. 

Sentfifie $cnbel$f orrefbonbenj bon «Prof. 11). beöeauj, Offiater be l'Snftruc- 
tion publique, Cbetleljrer a. S). an ber Öffentlichen #aribel3leljranftalt 
unb ßeltor an bet $anbel31)odjfd)uIe su fieipaifl. 9?r. 182. 

fStamüftfät ^nnbelSIorrefbonbens bon ^rofejfor £1). be ©eauj, ©fftoiet 
be r3nftructüm publique, Oberlefjrer a. $. an ber Offentlidjen #anbeK» 
Ieljranftalt unb ßeftor an ber $anbel*r)odjftfjuIe ju fieipjig. 9fr. 183. 

GnaHffljc $anbri8Iomf*onbeit$ t>on ©. <$. SBljUfielb, 9Jc.*2l., Oberlehrer am 
ffing Gbtoarb VII Orammat ®cr)ooI in SttngS St)nn. 9fr. 237. 

3talienifdje $anbel3fi>rrefboubcnj bon $rofeffot Alberto be ©eauj, Ober- 
lehrer am Äönigltd&en Ofnftirut ©<S. 9lnnun$iata su glotenj. 9fr. 219. 

6fcanif(f)e£anbel3forrefbonbfttS b. Dr.®lftebo9cabalbe3Rarieäcurtena. 9fr. 295. 

Wuffifdje fcanbelöfomfboubenj bon Dr. %\). o. ÄaroratjSirj in Seidig. 92t. 315. 

ftanftnannifdjeS Steinen bon i-rof. 9Ricr)arb $uii, Oberlehrer an b. Offentitcben 
$anbeI3leljranftalt ber BreSbener ftaufmannftf)aft. 3 ©be. 9fr. 139, 140, 187. 

SBarenfunbe bon Dr. ftarl $affae!, $rofeffot an ber Wiener #anbel8afabemie. 

I: Unorganifcfje SBaren. 9ftit 40 ölbbtlbungen. 9er. 222. 

,— II: Organifdöe ©aten. SKit 36 Stbäilbungen. 9lt. 223. 
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$r*feufnxbe bon fttd). $orfteiotfe tu £etp}tg vnb ®eorg Otterftboo) tu $om* 
bürg. 8H. 418. 

R*t% Htm« ««b <!ta»td)t«»efen bon Dr. Äug. ©Hub, tjbofeffor an bct 
$anbel*fd>ule in ftdln. 9fr. 888. 

$«• »eajfelwefen bon Stedjtfanaalt Dr. Stnboff SDtotfje* tn Seiftfg. 9fr. 108. 

■V Wettere BAnbe ftnb in Vorbereitung. Siebe aud> „Votte* 
wirtfcbaftlicbe Bibliothek", ein ausführliches Veneicbnts ber 
aufeerbem im Verlage ber 0. J. Oöfcben'fcben Verlagsbanblung 
erfcbienenen banbelswiffenfcbaftlicben Werke kann burcb jebe 
Bucbbanblung koftenfrei be3ogen werben. 



»HHtStitrtffenfdjaftHelje Slbliotyef. 

$«• woberne flfeibgefdifi*. I: Sie (fettoUnung be* ftelbgefcftüfeeft feit (Ein* 
fftbjung be* gezogenen Stofantertegeioebti bt* etnfdjIteBlta) ber QErftnbung 
bei raucMofen $ulber«, etwa 1850—1890. b. Oberleutnant ffi. $ebbenretd), 
9JHHtarlebrer an ber BtUttOrteant. «labemie tn ©erttn. 9Rtt l «bbtlb. 9fc.306. 

— n: 2)te SntttUflung be« heutigen fjelbgefebü&e« auf ©runb ber (Srfinbung 

bei raud)lofen $utoer0, etma 1890 bis jur Qegenroart, oon Oberftieutnant 
9B. $eobenretd), 3RtIit&rief)rer an ber SRilit&rtedjn. Htlabemle tn ©erttn. 
9Jttt 11 «bbübungen. 9fr. 307. 

die ntobernen Geffbüfte ber $ttftarttnerie. I: 8om auftreten ber gesogenen 
0efd)ü|e btt §ur ©enoenbung be« raud)fdj»ad)en $ul&er8 1860—1890 
von SRummenboff, SRajor beim Stabe be* &u&artiIIerte*9iegimenlB, General» 
fettaeugmetfter (©ranbenburgtfdje* 9fr. 8). 9Rtt 60 tertbttbern. 9fr. 834. 

— II: $te öntwtdlung ber beuttgen Qefcbü|e ber gußartillerle fett(Knfü$rung 

bei rau4fd)toad>en $ul&et* 1890 bt* |ur 9egen»art SRit 88 Xegtbilbem. 

9fr. 862. 
die dnttoidlitng ber fcanbfenertoaffen fett ber fflMtte be* 19. 3a&r&ttubert* tmb 

tt>r beutiger 6tanb oon 9. ©tjobet, Oberleutnant hn 3nf.-9tegt. ftrefberr 

$ffler oon ©ärtrtngen (4. $ofenfd)eft) 9fr. 69 unb «fftftent ber ftbntgl. ®e* 

toetjrprufungStommtffton. 9JHt 21 Ubbttbungen. 9fr. 366. 

9RUitftrftrafreä)t oon Dr. SRaj (Ernft SRaber, $rof. an ber ttniberfit&t StraB* 

bürg L «. 8 ©ftnbe. 9fr. 871. 378. 

Sestfcbe fBeftrberf affnng bon ftarl (Snbre*, StrlegSgerldjtSrat bei bem Qeneral* 

lotnmanbo bc* JtgL bapr. IL ttrmeetorp* tn föütjburg. 9fr. 401. 

die Ceewatbt in ber bentffben Gkfrfitajte oon fBtrH. «bmtralitdtfrat Dr. OJmfl 

bon $aHe, 8jfrof. an ber ttntoerfitat ©erttn. 9fr. 87a 



©ergebenes. 

IHMiotyeff« unb 3*ttuit0*u>tf*ft* 

©ofttbibliotbelen (©üäer» unb SefeftaHen), Ü>re <Emrta)t»ng tmb ©ertoaltung 

bon Sinti 3aefcbfe, 6tabtbibttotbetar tn (Hberfelb. 9h. 832. 

Saft bestf fte 3eitmg*»efea o. Dr. Stöbert ©runbuber tn ftöln a. 9$. 92r. 400. 
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Stf «toberne 3eün*gd»efen (Gt)ßem ber Bettmtglle&ce) bon Dr. flto&ett 
©ranbubet in ftöln a. 8$. 9hc. SSO. 

Ungemeine ©efa)M>te fceft 3eitwtg*»efe«8 bon Dr. Subtotg Salomon tn 
3ena. Kr. 861. 

|>flgiene unb qtyamtasie. 

Sie 3nfeftion*r*«ntyeiien unb Ujre ©etbfitirag oon 6taftiar#t Dr. IB. $off» 
mann tn ©erltn. VUt 18 bom Serfaffet gejetdjneten Äbbtibungen unb 
einet gfiebertafel. 9h. 887. 

Srobenbogtene bon 9Reb.*8tat $tof. Dr. 9lod)i, Streitet be* dnfüttttet für 
6<f)iffS« u. ?rot>en!ranfljetten in Hamburg. 9h. 368. 

Sie $tjntenc beft 6täbttbau8 bon $. ttbt. 9hi&baum, $tof. an ber Xet^n. 
$od)fdmIe in tymnooet. HRit 30 Hbbtlbungen. 9h. 348. 

Sie ^nfiiene be* fBoftnnngtoefenft bon $. (J&t. 9htftoaitm, $rof. an ber 
Xed)n. ^odjfdjule in $annober. 3Rit 20 Hbbttbungen. Kr. 363. 

öetoerbebttgiene oon Qtef>. «Rebisinalrai Dr. fRoti) tn $ot§bam. 9h. 360. 

^bamiatognofie. Von ttpotbefet $f. ©cbmittljennet, «fftftent am Ootan. 
3nftttut ber Xeä)nifd)en $od)fa)ttIe JcariSrolje. 9h. 251. 

Srogenfaube bon 8Ric^. Sorftetoift in geipgig u. Georg Otteäbaä) in Hamburg. 

9h. 413. 

Photographie. 

Sie Wjotogratffie. ©on $. Äefcler, $rof. an ber !. !. ®rab$tfä)en ßeljc« unb 
©etfuc&fanßalt in SBien. SRit 4 Xaf. nnb 62 «tbbüb. 9h. 94. 

Stenographie. 

Stenografie naä) bem ©tjjlem bon $. X. Qabettbetget bon Dr. SOBert 
®d>ramm, VHtglieb beS ftßl. ©ienogr. 3fnfttrutt Sreftben. 9h. 246. 

Sie fltetefftrift be9 QabelftfcergerftieK 69ftanf bon Dr. Wbett ©djtamm, 
fianbtfamttaffeffor m Sre*ben. 9h. 368. 

Seftrona) ber ©ereiufaditen Seutfa)en Stenografie «Rnig.«@t)ftem 6tol&e* 
@$re&) nebft 6d)IüffeI, ßefeftucfen u. einem ttnftanfi oon Dr. Slmfel, Ober* 
lefctet be* Äabetteiujaufe* Öranienttetn. 9h. 86. 

"Weitere Bän&ebief er ein3elnen Abteilungen finb in Vorbereitung. 
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